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Eltsi permagni est faciendom Cartesii i) inventam illud, quo 
primus algebrao usum in geometriam introduxit, justisque lawlibus 
nomen <yas celebratur, tamen pluris faciendam esse eam rationem s), 
cujus auctores sunt La Grange^), Lacrobe*) et maxime Afonge^), 
quaeque nunc vulgo geometria analytioi ") appellatur, dubiam 

1) Detcartei, Tr»Iti de U gdomdtrie. Par. 1904. 

9) Quomodo CartecU et Maagil meUtodi ioter ee diffenat, bene docoU _v!r claristimns et do«- 
liMiroaa Carolna Ditericus de Mnenchew in praefatione , llamiltonia aectioiiibua conida ex 
editione Feldhoffli pra^xa. 

t) Solutiona analjtiqnea de quelqnea problemea anr lea pynmidea triansulairea. Reperitur 
haec La Granfii tractatio in libro ^Nouctaus mimoire* de C Madende royale ete. annde 
MDCCLXXIU. 

4) Traitd du caicul diffcrrntiel et du calcul intdgral. Paria, ITOV. C. IV. 

6) Gdomdtrie deacrtptire. Paria, 17051 Ceterum Mongiua Jam prioa eandem rem in aiogulia 
commentationibua nobia ignotia tractaaae tidetor. 

6)^ Qunm anaijtica geometriae tractatio opponatur aynthetlcne, in ipaa rero aynthetica tractatione 
noa dupiex demonatretionum genua diatinguamua, alteram ayntheticarum , alteram analytica* 
rum, per ae patet, noa haud accurate loqui, ai eam, quam Monge invenit , geometriae trac- 
tationem, geometriam analjiicam vocemua. Vitioana hic loquendi naua , a pluribua rerum 
mathematicarum gnaria vituperatua, cur non jam diu ait abrogatna et cum alio meliori muta- 
tua vix inteillgitur. Mongii inTentum accurate aignificabimua, ai ea utemur ratione , quam 
de Muenchow 1. L propoanit. Ex hujna viri enim aententia quaecunque ad geometriam 
analyticam pertinent, rectius dixeria ..geometriam aymboloram nau tractatam." Itaque 
quum haec ratio geometriam anaixticam aignificandi non solum recta, aed quavia alia ait 


Digitized by Google 



II 


potest esse nemini, qui secom reputavit, quam laeta inde incre> 
menta cum geometria, tum mechanice et astronomia ceperit. Nihilo 
tamen secius tum quum primum prolata est, ii qui matheseos 
scientiam profitebantur , non omnes hanc sententiam amplexi sunt. 
Quamquam nemo eorum fuit, cui non mox singula se commoda 
oiferrent, quibus haec methodus illi, quam sjntheticam vocant, 
praestaret: commendari demonstrationes hac ratione confectas 
brevitate, elegantia et eo, quod latius paterent nnaqne plurium 
propositionum demonstrationes continerentur; ceterum non raro, 
quae in geometria maxime expetitur, simplicitatis laudem ad eas 
pertinere. Nec tamen haec omnia, etsi magna non poterant 
' non videri et ab unoquoque concedebantur, tantum apud omnes 
valebant, ut nova methodo uti in animum inducerent. Non pauci 
enim iique non ignobiles reperiebantur mathematici, qui quum duo 
potissimum reprehendi in ea posse putiirent, contemnendam cen- 
serent. Ac prhis quidem vitiaiirin eo ponebant^ qhbd^ non omni 
propositioni demonstrandae idonea esset, alterum in difllcultatibus 
cerni dicebant, quibus nimis magnis multarum propositionum 
demonstrationes, si essent symbolorum ope exhibendae, obstru- 
erentur. At vero non defuerunt novae methodo vindices gravis- 
simi, qui, quantum isti abessent a veritate, luculentis documentis ‘ 
demonstraverunt. Inter hos viros prae ceteris omnibus nominandus 


accuratior at ad reram re! naturam declarandam accomodalior, hoc libello ea uti non dubitavi, 
ita quidem ut pro lonporc ti^iiificandi ratione „^omctria Hjmbolorura iiku tractata^ niiiic 
aymbolorum uana, nunc ijrmbola «impliciter, nunc vero etiam geometria vel tractatio «jimbo- 
lica, etiamsi verbum «jmbolica apud «criptores antiquoa vix reperiatur, dixerim. 
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est La Grande, qui re ip^ proba\ It, prioris Illius maximi \itii 
injustissime gcomeU’iam s^mbolicom Insimulari. Tractavit enim 
libello, quem inscripsit, Sur l’attraction des spheroidea 
elipti ques ^), symbolorum ope propositionem, quam ut demon- 
straret, ante cum Maclauriu synthctica ratione eo majori jure usus 
esse putabatur, quod non modo ea methodo facilius demonstrari, 
sed et Mongii tractandi rationem plane excludere videbatur. At 
La Grangc non posse solum propositionem sjmbolornm ope de- 
monstrari, sed etiam ita posse, nihil ut eorum, quae in symbo- 
lorum usu laudarentur, ab hac demonstratione abesse, egre^o 
exemplo declaravit. Hoc autem eam ob causam permagni est aesti- 
mandum, quia, quod vir ille doctus de hac una propositione 
docuit, id ad omnes propositiones pertinere nullamque omnino 
esse, neque quae inter faciliores, nec quae inter diitlciliores 
referatur, in qua demonstranda s^mbolica ratio deficiat, ac multas 
caritui'us esse' demoiislnitioiicy ni«i symboht essemus nacti, juro 
nostro possumus affirmare. 

Non verius est illnd alterum, quod geometriae symbolicac 
obtrectatores exprobrabant, permultarum propositionum dtmon- 
strationes, si symbola adhiberentur, majoribus laborare difficul- 
tatibus. Namque etiam si de eo nulla est controversia, proposi- 
tionibus, in quibus <le metienda magnitudine linearam vel arearum 
agitur, non tam aptum esse symbolorum usum, quam iis, quae 
situm rectarum inter se mutuum earumque divisionem spectant, 
tamen illud concedi nequit, in hujus generis propositionibus, quas 


i) t. librum jiuu ante laudatum y^Sotwcuus mr/no/Ven^' ctc. 
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priori 1o^ posuimus, demonstrandis si quis sjmbolis utatur, ma- 
joribus circumveniri difficultatibus, quam si alteram methodum 
in usum vocet. Uiium, quod ingratum inesse in hac demon- 
strandi ratione dicas, lioc est, quod longior est coque saepius 
non parvum exhibet laborem. Quanti est autem hoc vitium, si 
est vitium, aestimandum, si ceteras virtutes , quibus haec metho- 
dus praestat, ac potissimum brevitatem respicias, qnacum, in 
plurimis demonstrationibus deprehensa, paucarum longinquitas 
praeclare compensatur? Itaque vix in dubium vocari posse vi- 
detur, geometriae tractationem symbolorum usu nitentem ei, quae 
e constructionibus' propositionum demonstrationes petat, esse 
praeferendam 

Non ampliore autem disputatione in re certa opus esse exi- 
stimamus, ut intelligatur, eum, qui in singulas matheseos partes 
penitus - pernoscendas studium conferre velit, justa geometriae 
symboUcae cognifibuF supCTsedere non posse, quae si cui desset, 
nae is multis ac magnis utilitatibus in tractanda geometiia careret 
nec haberet in multis propositionibus, quomodo earum demon- 
strationes institueret. De illo rectius potest ambigi, an discipuli 
geometriae symbolicac cognitione imbuendi sint et quando iis 

8) MoUwctde In Kliicgelii «ocabitlario mathematico aiib rocc ,,Syntliesia“ hac de rc ita aciitit. 
Da» aiialvtiarbe V crfaiircn, inquit ille, iat dtirch acine Einfacbheit und Gleichfonuif^kcit, so 
wic durch die Klc^aiiz, die es iti der Uehondluug ziiliisat, glcich bewundcrnswcrth ; durch 
aeinc grofse Ansdcliiiiin^ imd Stiirke aber vcrdieiit ca deii Vorziig ror dem ayiitbctiscben 
Verfalircu der Altcn. In eandem aenteutiam locuti anut Brandea, Littrow et alii. Quo 
magis mirum eat, etiam niim hanc gcomeiriaiu ajiubolicam non aoium apud totos populos 
jacere, ut apud Anglos. sed etiam apud cos, qiiibua innotuerit, non ita case pervulgatum, 
iit grati» simorum virorum laudibua effectum jure exspectaveris. 
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expediat, prima ejns elementa discere. Nos quidem in iis acqui- 
escendum putamus, quae Cai'oIus de Mucnchow in libro, quem 
jam saepius laudavimus, huc de re protulit ^). Qualem autem esse 
vir doctus cum vult, qui ad geometriae s^iubolicac studium acce- 
dere et possit et debeat, talis erit, opinor, is discipulus, qui 
cum esset inferiorum classium civis, diligenter et assidue mathe- 
sin tractavit, in superiorem autem erectus eodem amore hanc 
disciplinam amplectitur. Atqui symbolorum usus in earum rerum 
orbem, quae tradi in scholis solent, vix videtur posse recipi; 
itaque hoc unum relinquitur, ut e libris, qui de geometria sjm- 
bolica conscripti sunt, discipuli ejus elementa addiscant. Editi 
autem sunt de symbolorum usu peculiares libri haud pauci numero, 
inter quorum auctores nominandi sunt Bioti<*), Brandes 

0) Verbi viri docti haec snnt: Um uicht in eine «chidliche Elmeitigkeit xn rcrfillen, «telle 
man sich xirfordent den pegenW8rl?guii and lleichthnm der Wl»»mi.ch«a rccht leb- 

haUTor; man crwage ferner, dafa ein grofaer TlieiI dieaesi in der Sprache der aymboliai- 
rcaden Methode auagrprilgten , Reichthnma auch auf dem Wege dicaer Methode erworben 
worden, ja dafa ein Theil desaelbcn entweder auf keinem andem VVege, oder doch weiilg- 
atens auf keinem andem mit glcicher Schnelligkeit erworben werden k5nne; and man wird 
aich mit mir leicht dahin rcreinigen, dafa dem angehenden Matheraatiker eine beaondere 
Uebung] in der conatruirendeii Methode nnr ao lange au cmpfelilcn aci, bia aeiiic Kiiibil* 
dungakraft eiiie ziir Ziiaammenatcliung geometriacher Formen hinreichende Leichtigkcit iind 
aein Gedachtnifa digenige Auariiatiiiig eriangt haben wird, die zum raachen Durclileacn, der 
nach dieser Methode gcschriebcnen Buciicr erforderlich ; dafa cr aber danebcii nirht 'veraiiii- 
men durfe, mit der avmbuliaircndcii Vletliode so bald aU mSglick eine f;riindtirhe Bekannt- 
$chaft iu machen iind nach und nach aich immer grdaacre Fertigkcit in deraclben zn rcr- 
gehaflen: er miiaate dciin etwa in der Meinimgalehen, znrRrlangung der Kcnntniaa der in 
der VViaacnachafl vnrhandeiien aiiagezcichnetsten Theorien immer noch Zeit genug iihrig zn 
behalten, oder vicUeiclit gar geaonneii aein, anf den grofaeru Theil jener Kenntniaa Vczicht 
zu leiatcn. 

10) Verauch ciner analytischen Geometrie ctc. ubcractzt ron Akreiia. Xijrnbcrg ISll. 

11) Lchrbuch der hbhern Geometrie. Lei|izig 1S22. 
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Littrowi2)^ Plaecker **), Moth At nullas est eorum 
librorum, quem ita comparatum dicas, ut discipuli ex eo geome- 
triae symbolicae nutaram ct usum pernoscere possint. Nam 
quamquam Biotf liber, id quod ex praefatione iutelligitur, in 
scholarum usum est compositus, tamen non omnino absunt dif- 
flcultates, quae in ceteris olTendiintur, quaeque, cur minus eo 
discipuli elementa geometriae symbolicae cognituri uti possint, 
in causa sunt. Eae dlflicultatcs autem, quibas laborare cum 
omnes illos libros, tum aliqua ex parte Bioti librum, si usus 
eorum in scholis respiciatur, diximus, potissimum his in rebus 
conspiciuntur. Nam primum qmdem hoc tironibus difficultates 
exhibet, quod aequationes, cum fundamentum totius geometriae 
symbolicae constituant, tamen nimis breviter tractatae sunt, et 
quod, cui rei maxime erat attendendam, non pluribus ex positam 
est, quomodo illae aequationes oriantur et eur haec illave aequatio 
symbolam esse hujus ~ltnDsTe quantitatis geometrlrae possit, et, 
ut exemplo rem declaremus , quomodo aequatio y = ax -f- b sym- 
bolum fieri lineae rectae i. e. quomodo hac aequatione linea 
recta significari queat. Inde fit, ut it, qui harum rerum plane 
ignarus ad illos libros accedit, symbolorum nataram non intelli- 
gat ct multo minus usum eorum perspiciat deterreaturque a re 
ipsa, quam, <|uum lusus potius signorum ^i<leatur, quam doctrina. 


12) Analytiicbe Gvomeirie. Wieu 1823. 

IS) Antl;ti«ch-geome(riiiche Eutwickeluiigeii. Enneii, cr»t«r Bund 1828, iweilcr Buid 1831. 
14) Syvtcoi der analytitcben Geometrie. Prag 1830. 
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cnjus ccrtns finis sit certaquc ratio, nihil afferre patat, unde 
aliquis ad se fi*uctus redundet. 

Alterum deinde, quod tironibus inpedimento est, quominus ex 
illis libris geometriam symbolicam pernoscere possint in eo cernitur, 
quod prima et simplicissima symbola parum sunt usurpata ad eas 
propositiones geometricas demonstrandas , quae planae et ei etiam, 
qui vel leviter mathematica dcgustaiit, notae sunt. Id quantum 
ad obsti*ucndum potius, quam ad patefaciendum hujus methodi 
aditum valeat, in promptu est. Nam et propositionum natura 
et nova eas demonstrandi ratio difficultates excitant, ad quas 
superandas vel plus temporis, quam quod discipulis ad compa- 
randam geometriae symbolicac cognitionem, quum privato studio 
adquirendam diximus, concedi potest, vel ea rerum mathemati- 
carnm peritia requiritur, quae in discipulis, etiam si non inta 
Rlinerva litteras tractent j i ix i c ji eriatur. 

Itaque cum persuasum mihi haberem symbolorum scientiam, 
'qua nova geometidae tractandae ratio addiscitur, cum omnibus 
discipulis ad acuenda et excolenda ingenia fore utilissimam, tum 
iis, qui in posterum totos se mathcscos studio addicturi sunt, 
saluberrimam ac prope dixerim necessariam; sed cum idem intel- 
ligerem, cos quoque libros, quos Biot et Plnecker de geometria 
symbolica ediderunt, quamquam multis magnisque virtutibus or- 
natos, huic, quem <nos spectamus, usui parum insenire: operae 
pretium facturum me esse putavi, si oblata scribendi opportuni- 
tate ita uterer, ut libellum conficerem, quo, difficultatibus, 
quibus illi libri laborant, si non omnino sublatis, at certe leva- 
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tig, initia geometriae s^mbolicae ita traderentur, ut discipuli 
justa elementorum matheseos cognitione instructi inteliigentiam 
non excederent 


15) Hoc loco monere mihi liceat, qnae in duobna aliis hujns libelli locis milii erant monenda. 
Neqne enim de natnra sifnornm -{- — (§• «eque de ratione aream figurae alicujua 

exhibendi ope coordiuatarum, quae ad figurae angulos pertinent, (§. 32.) satia accurate ex- 
posui, propterea quod timebam, ne essem nimia longus. Utramqne rem optime docuit do 
Muendiow in trigonometria sua, libro omnibus laudibus digno, qui in lucem prodiit Bonnae 
^ MDCCCXXVl. 
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Caput I, 

De s^^inbolorom, quae lineam rectam respiciunt, natura. 


§. 1 . 

Si in plano qiioflam datae siint duae rectae non parallelae siiuulqnc puntium 
aliqnod, in eodem plano positum, nemo non iutelligit, hujus puucti situm, 
si in plano mutetur, sirnid mutari ad datas rectas, h. e. si punctum illud a 
dato plani loco ad a ti in m o r a nto r, idem simul aL alterutra certe recta 
recedat, vel ad alterutram propius accedat esse necesse. Sint c. g. (llg. 
datae rectae OX, OT , punctum datum Idem punctum ^ si e loco, iu 
quo positum est, movetur ad illum, quem tenet B, simul non ah altera 
solum rectarum OX, OT, sed ah ntraque recedit. Proprietas vero, quae in 
eo cernitur, quod situs puncti in plano pendet a situ, quem punctum hahet 
ad datas rectas, ita exprimitur, situm puucti in plano esse functionem 
silus, quem idem punctum haheat ad datas rectas. 

§• 2 . 

Ex antecedentihus jam sequitur, quod punctum certum haheat silum in 
plano, idem certum hahere sitxun ad datas rectas, ct vice versa, si certus 

’) Duonim i)uantilsluni altera nomioitor functio alleriui, li altera ab altera ita pendet, at altera altera 
inreniri 

^ - 1 
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sit pancti situs aci datas rectas, ejus sitam in plano incertam esse non posse. 
Itaque punctorum situs in plano recte ita definiri potest, ut eorum situs ad 
duas rectas non parallelas, in eodem plano datas, definiatur. Situs vero 
puncti ad duas ejusmodi rectas noLis est notus, si magnitudinem Unearura 
vel perpendicularium, vel datis parallelarum, e puncto ipso ad utramcpie lineam 
ductarum, cognitam haLemns. In geometria symLolica semper nsurpantur ad 
inveniendum puncti situm lineae, quae utric|ue datae rectae sunt parallelae. 

§. 3 . 

Duae rectae, quiLus utimur ad inveniendum pancti alicujus situm, quales 
sunt (Fig. 1.) OX et OY, nominantur coordinatarum axes, earumque altera OX 
axis primus, altera OKav/s seewndus dicitur. Lineae, quae a dato pnneto ad 
Titrumque coordinatarum axem ducantur axiLus ipsis parallelae et cpiarum e 
magnitudine ipsius puncti situs cognoscitur, nominantur coordinaiae. Si 
(Fig. 1.) AC II OY, AD II O.Y; BE || OY, BF || OX; coordinatae pancti A sunt 
AD et AC, puncti B, BF cX BE; AD et BF, (quarum magnitudo per OC et 
OE, quae sunt partes primi coordinatarum axis, data est, dicuntur proprio 
nomine abscissae et plerumcpie SlgUlBwuilur littera x; AC ct BE vero, quae 
accjuales sunt partibus secundi axis OD ct OF, dicuntur ordinatae et signifi- 
cantur per y. Indo factum est, ut axis primos OX etiam nominaretur abscis- 
sarum axis, axis secundus vero OY nomen acciperet ordinatarum axis. 
Punctum O, in quo coordinatarum axes sesc secant, dicitur initium coordi- 
natarum. Angulus YOX est angulus coordinatarum. 

§. 4 . 

Jam ex iis, quae in anteccdeiililjus dicta sunt, apparet, quomodo rpiodquo 
punctum, (juod intra coordinatarum anguli crura positum sit, c datis ejus 
coordinatis inveniri possit. Sit nobis data abscissa puncti A— AD ct ejus 
ordinata = AC, situm pancti A satis facile definire possumus. Desecamus 
enim in abscissarum axe ab initio coordinatarum O partem OC =■ AD = datae 
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pnncti atsciasae; in ordinataram vero axe OT partem OD== 'AC •=: datae 
pnncti ordinatae; per pnncta C et 27, quae ita inyenimna, rectas OA et AD 
ducimus coordlnatarnm axibus parallelas, habemusque punctum A, obi CA 
ei AD sibi incidunt. Sicuti situm puncti A dofinivimus, ita ct sitnm puncti B 
et cujusvis alius, simili modo siti, e datis coordinatis definire possumus. 

§. 5 . 

Jam transeamus ad constituendum situm punctorum^ quae non intra crura 
coordinatarum anguli posita sunt. 

Si (Fig. 1 .) lineas OX et OY producimus supra punctum O, ita ut babeanuu 
OX‘ et OY', facde situm punctorum G, II, K, ex eorum coordinatis definire 
possemus, si ad definiendum primi pnncti G situm ponere nobis Uceret, OX' et 
OY, ad secundi puncti H, OX' et OY , ad tertii denique K, OX et OY 
coordinatarum esse axes. Atque bis conditionibus coordinatae punctorum situ 
plane diversorum semper essent quantitates positivae. Huic vero commodo 
renuntiare debemus. u LjJiud multo majus consequamur, illud dicimus, .ut 
situm punctorum G, II, AT ex iisdem coordinatarum axibus, dcfiuire possimus, 
ex quibus situm puncti A jam definivimus. Situs punctorum A, G, H, K ex 
iisdem coordinatarum axibus definiri potest, si in usum vocamus signa positivi 
et negativi; nam vera borum signorum natura eorumque in geometria usus in 
eo cernitur, quod eorum ope variae, quae esse possunt, proprositiouum 
geometricarum formae ad unam revocantur. 

In geometria, ut constat, signa positivi et negativi adbibentor ad signifi- 
candas lineas, quae ab uno eodemqne puncto directionibus plane oppositis 
procedunt. Ejusmodi lineae sunt (Fig. 1.) OX et OX', OY et OY', i e. axes 
ipsi et axes producti. Profecto nihil intercst, uum lineis OX et OF demus 
jiignum -f’, OX' et OF* vero signum — , an vice versa. Quia vero significa- 
vimus coordinatas puncti A per OC, OD vel + OC, + OD, quae directiones 
babent a puncto O ad pnncta X et F procedentes, onmcs lineae signum -f* 

1 » 
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liaLcaut necessc est, ([uilms altcnitra illarum est directionum; contra lialieLuiil 
signum — lineae eae, quarum directiones a puncto O ad puncta' X' et 
procedunt. Ex his sequitur, coordinatns puncti G esse ON et — OJJ; puncti 
H, — OP et — OS; puncti A", — OR et OQ. Videmus igitur coordinatas 
punctorum, intra OX et OV sitorum, esse positivas, puuctorum vero coor- 
dinatas, intra OX' et OP jacentium, esse negativas; deinde puncta, quae 
inter OX' et OP' jaceant, positivam haLere ordinatam et negativam abscissam, 
punctis autem, inter OX e^ OT' positis, esse negativam ordinatam et positivam 
abscissam. Itaque e diversis coorduiatarum signis facile cognoscimus, in 
quonam horum angulorum, VOX, TOX', POX', VOX punctum quoddiun 
sit positum. Ad signorum igitur, quae in coordinatis conspiciuntur, cogni- 
tionem si accedit notitia magnitudinis coordinatarum , situs cujuslibct puncti 
definiri potest, quod intra crura uni^s ex illis angulis positum est. Quum 
vero omnia plani puncta, in quo datae sunt rectae OX et OP, in uno horum 
angulorum jaceant necessc sit, jure dicere licet, c coordinatis, quae in axibus 
Vel ipsis, vel prodjictis datae sint, h. e. e coonlinatarum magnitudine et 
signis situm cujusiis puncti in plano quodam definiri posse. 

■ ‘ '"T-e. ; ■ ■ 

Ex iis, (juae in antecedentibus de punctis eodem loco fixis eorumque 
situ definiendo diximus, jam perspicitur, etiam motum punctorum coordina- 
taruui ope definiri posse. Puncti enim motus in perpetua situs mutatione 
cernitur; vidimus autem, quamque mutationem, quae ad situm puncti in 
. plano pertineat, coordinatarum ope exprimi posse; ergo mutatio situs puncti 
sive ejus motus in plano rcctc dicitur functio mutationis situs ad coordina- 
tarum axes. Quod quidem maximi est momenti, si ponimus, motum puncti 
fieri certa lege. Punctum enim si certa lege movetur, viam percurrit, quae 
certa linea siguilicatur. Quum autem coordiuatanuu ope motus puncti definiri 
possit, caniudcm usu legem, qua fit motus, et hoc modo lineam ipsam, 
<[uac hac lege descripta est, indagare nobis licebit. Quae quidem res quum 
magnam vim habeat, paulo accuratius consideranda est. 
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§• r. 

Si pnncUini movclur, deinceps singula plani loca transit. Diversis vero 
locis diversae sunt coordinatac, h. e. coordinutac locorum deinceps sequentium 
crescunt vel decrescunt. Punctum igitur si certa loge movetur, singula loca 
transeat nece.ssc est, (]uorum coordinatac eadem lege crescunt vel decrescunt. 
Cognitam ergo haLcmus ipsius motus legem, si cognovimus, (piomodo sin- 
gulorum locorum, quae punctum transit, coordinatac crcscaiit vel decrescant. 
•Singula loca, de quibus agitux, sunt, quod satis liquet, singula lineae , (|uae 
puncti motu describitur, pancta; linea ipsa vero legem, qua fit motus, uobis 
exhibet. lude igitur luculenter apparet, lineae naturam indagari, si ind.igcmus 
naturam coordinatamm , quae ad singula lineae puncta pertineant. Coordi- 
uatarum vero natura cognoscitur c ratione, quam singulorum lineae pimctornm 
.abscissae ad eorundem punctorum ordinatas habent, vel ut alio modo rem 
exprimamns,natura coerdiuatarum cognita est, si congnovimus quomodo abscis- 
sarum crescendi vel decrescendi facultas pendeat a crescendi vel decrescendi 
facultate ordinatarum. Itaque si aequatio confici possit, in ({ua altera coordina- 
tarum cujaslibct puaett fannt io sit alterius. Haec ipsa aequatio recte 

dicatur lineae ipsius symbolum, i. c. hac aequatione ad contemplandam lineae 
naturam ita uti liceat, ut ([uaecuuque singulis lineis propria sint ejus ope 
invetigemus. 

$- 8 - . _ 

Simplicissima lex, qua fit puncti motus, haud dubie conspicitur in li- 
nea recta, cujus contemplationem atque tractationem jam aggrediamur. 

Jam exponendum est, aequationem confici posse, quae sit lineae rectae 
sjTubolum. 

Primum monendum est, in conficienda lineae rectae aequatione minime 
respici lineae magnitudinem; proptera quod omnes lineae eadem magnitu- 
dine esse cogitari possunt et hanc ob causam magnitudo ad efficiendam 
ac({uationem nihil valet. Jam si linearum magnitudinem non spectamus, 
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omnes lineae sita tantum diversae sunt Ut igitur aequatio lineas omnes 
exhiLcat, ea ita nobis conficienda erit, ut ejus ope cujusque lineae situs 
definiri possit. 

§.9. 

Lineae rectae situs nobis plane notus est, si duo puncta habemus cog- 
nita, in quibas lineas duas alias nobis datas secat. Sufficiunt igitur ad' 
definiendum lineae situm dua puncta, in ejuibus ea coordinatarum axes secat. 

Ponamus igitur datam esse rectam (fig. 2.) AB et nos cognita habere 

ptmeta, in quUms coordinatarum axes secet, ita ut sit OC^b, OD — c; 

deinde alicujos puncti E coordinatas esse x et y, h. e. OF= x, OG = y, ha- 
bebimus secundam naturam lineae rectae hanc proportionem 

— c:b — x — c :y, 

atqite ex hac proportione derivatur aequatio 

h (x— c) =5 — cy 



Ponamus = a; erit aequatio 

y = a X 4* 

Quae quidem aequatio quia c proportione, quae indicat, AB esse lineam 
rectam, ita derivata est, ut non nisi forma a proportione discrepet, cx ipsa 
•tiam aequatione cognosci poterit, eam significare lineam rectam. Aequatio 
enim e tali proportione, qualis est 

— - c ; 6 = X — c ;y , 

derivata, semper ita comparata esse debet, ut prima tantiun coordinatarum 
potentia in ea reperiatur, atque haec aequationis proprietas indicat, aequa- 
tionem significare lineam rectam. Deinde quia coordinatarum alteram in 
aequatione nostra functionem alterius esse videmus, ad datam cujuslibet pimcti 
abscissam aequationis ope inveniri posse ejusdem puncti ordiuatam efficitur. 


Digitized by Googie 



T 


Quam igitar hac aequatione coordinatae omnium rectae panctorum inveniri 
possint, ac simul cum coordinaUs punctorum inveniatur conun situs, eadem 
aequatione situm ipsius rectae definiri posse satis iutelligitur, cum situs duorum 
punctorum jam suQiciat ad situm rectae definiendum. Itacpie hanc aequationem 

y — a X b 

recte dicimus symholum lineae rectae. 

§. 10 . 

J am de natura quantitatum videamus, quae in ac(piatione nostra rcpcrinntnr. 
Prunum animadvertendum est, x et y non nominari quantitates ignotas, ut 
plerumque in actjuatiouilms fieri solet, sed quantitates variabiles, propterea 
tpiod fieri potest, ut x et y in eadem linea usque ad oO crescant et usque ad — 
00 decrescant. Propter varium igitur valorcm, quem * et y' in eadem aequa - 
tione habere possunt, quantitates dicuntur variabiles. Deinde bene notandum 
est, quantitates a ei b non significare quantitates notas, sed constantes, i. e. 
«piantitates, quae in eadem linea non variabilis sint valoris , sed semper nmuu 
idcmqne valeant. In nostra quidem aequatione a ei b sunt quantitates notae; 
sed hujus rei causa in eo cernitur,' (JuOd aetpiationem ita confecimus, ut signifi- 
caret lineam rectam, tpiae certum situm habeat. Sed quaeret fortasse quis 
piam, an ad significandam lineam rectam, cujus situs sit incertus , hac ue({ua- 
tione uti non liceat? Haud dubie uti licet. Si consideramus, quid /> significet 
et quid a, videmus b esse lineam, quam nostra data linea in ordinatarum^ axe 

desecet, u vero, quod posuimus — — , esse =■ ubi “ an>mlus est, 

* '■ C 8U1 - «) ° 

quem linea nostra cum abscissam axe efficit, /? vero coordinatarum anguiiis. 
Inde elucet, quantitates aei b ita esse comparatas, ut in quaque linea rectu 
reperiantur, ibique certam habeant valorem. Itaque a et 6 in cujnslibet rectae 
aequationem, seu nobis sint quantitates cognitae, seu incognitae, jure recipiun- 
tur, vel quod idem est, quaevis recta illa aequatione 

y— a x-\-b 

significari potest. 
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Adik-ro hoc loco liceat, a esse tangenlcm trigonoinetricam anguli «, si 
ooordinalarma angulus ,? = /?, Nam haLemus « — = s T n(Ut-e ' j ~ 
!!'■— = lang «. 

cdt u 

§. 11 . 

Ea iis. «jiiae de quautitatihns et variahiliLus, et constantibus nostrae aequa- 
tionis dicta siuit, facile perspicitur , aequationes, (juibus duas lineas diversas 
significare velimus, has habere formas_ 

y — n .V -j- /j 
y — fl' a; + d' . 

ymim enuii tam diu recte ponatur, y et x in quaque recta quemvis habere 
valorein, quam tUu hoc fieri non posse e constantium ratione non intellexerimus, 
in quatjue lineae rectae aequatione, cujus constantes nobis incognitae sunt, 
variabiles X et j eodem modo significantur; at constantes, quia in diversu 
lineis plane suat diversae, eodem modo significare ueutiquam licet. 

\ ^ ^ _ 

§• 12 . 

Postquam in antecedentibus de natura aequationis rectae lineae satis copiose 
expositum est, jam ad derivationem aliarum aequationum transeamus. 

Jam antea obiter monuimus, aequationem 

y — a X b 

si -nificare luieam rectam, quae certum habeat situm, si constantes a cl i nolae 
sint quantitates. Ibs adjiciendum est, si altcya tantum quantitatum constantium 
ro''nita sit, aequationem nobis exhibere lineam, cujus situs aliqua ex parte sit 
certus, id est lineam, quae transeat certum puuctnra. Itaque facile e nostra 
.inipiabone aliae derivari possunt, quae lineas significent, cpiae vel unum, vel 
duo certa puncta transeant, si vel pro alterutra, vel pro utraque constante 
incerta ijuautitates certas in aequationem introducimus. 
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§. 13 . 

Jam ponamud b haLcre certam valorcm, esae := o, nostra acqnatio mnta- 
Ijitnr in hanc 

5 — «•» 

Hacc recta certum punctum transeat necesse est; hoc cpiod sit ex 
sequentihus apparcLit. Jam in memoriam revocemus, b significare eam partem 
ordinatarum axis , quam recta, cujus ae<piatio 

y ~ ax b 

in eodem axe desecat Hacc vero pars ordinatarum axis erit = o, si linea 

jr — 6 

initium coordiuatarum transit. Ergo aequatio 

1/ = ax 

significat rectam, qnae initium coordiuatarum transit, et uLiennque aequatio 
hujus formae deprehenditur, recte concludimus, lineam, quam aequatio sig- 
nificet, transire initium coordinatarum. 

§. 14 . 

Quia a — «sit— <a-=-cL, si sin a = a = o, i. c. si linea y =: ax 

parallela est OX. Si igitur ponimus in aequatione 

y — ax 

fieri a = 0 , aequatio in hanc mutatur 

5 = 0 

Ilacc aequatio significat rectam, (piae transit punctum O, eademque parallela 
est abscissarum axi; quae quidem recta nulla alia esse potest, quam ipse 
abscissarum axis. 

Ponamus « = /?, hoc est liucam 

y — ax 

esse parallelam ordinatarum axi, habebimus a = 
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Haec aeqnatio significat lineam, qnac transit coordinatanun iuitinm cadem- 
quc parallela est ordinatarum axi, h. e. aequatio significat ordinatarum axem. 


§. 15 . 

Ponamus in aequatione 

Jf=«X+6 

esse a = o i. e. as=o, aequatio in hanc mutabitur 

jf = 5. 

Quum in hac aequatione x deletum sit, sequitur eam significare lineam, 
cujus abscissae non pendeant ab ordinatis. Linea vero cujus singula puncta 
diversas quidem abscissas, sed eandem ordinatam habent, parallela esse 
debet abscissarum axi; ergo 



significat rectam abscissarum axi parallelam. Quia b incerti est valoris, 
videmus innumerabiles ejusmodi lineas duci posse. 

Ceterum jam ex hj-pothesi a=ro patet, aequationem 

Sr = 6 

habere quam diximus significationem. 

Porro ponamus — ?t ®rit ** — = oo et aequatio 

, = + 5 

mutabitur in hanc 


9 = 00 Jr 



Si in hac aequatione y habet valorem definitum, erit aequatio 

X — 0 

h. e. linea erit ordinatarum axis; sin jr= oO aequatio erit 

00 

X _ 00 

in qua -^quantitas incerti valoris ost atque idem significat, quod b in aequatione 
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Nostra aequatio autem 


= b. 


^ 

— 00 


significat lineam ordiuatarum axi parallelam. 


§. 16 . 

Prroblema. Quaeratur aequatio liueam rectam significans, quae datum 
punctum transeat. 

Sint dati puncti cognitae coordinatae s' y' . 

Jam pouamus, hoc puuctiuu positum esse in recta quadam 

y •= or + 6 

iiand diiLic eandem rectam hac aequatione significare licchit 

y = ox' + 4 

in qua s' et y' certi puncti coordinatae pro x et y positae sunt, quae ad 
certum lineae pimctum non pertinent. Ex utraque vero aequatione tertia 
linec derivatur 

' ‘ y — y=o (x — y) 

Qua quidem in aequatione quum pro altera constantium b reperiantur notae 
quantitates x' et y, ex iis, quae antea diximus, sequitur, ut aequatio signi- 
ficet rectam, quae certum punctum transeat. Ponamus rectam AB (fig. 2) 
transire punctum II, cujus coordinatae x^ = c, y — d, aequatio rectae AB 
erit y — d — a (x — c). 

Jam sit punctum datum, quod recta transeat, initium coordina tarum. 
Quum hujus puncti coordinatae sint x* = y = o, nanciscimur, si eas in 
aequatione 

y — y = «I (x — x') 

sufistituimus 

y -r- o = o (x — o) 

9 ax 

2 * 
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eaudcm aequationem, cpiam antea jam iuTcuimas. Ceterum monendum est 
ex utraque aequatione 

ax+ b' 
y' — ax‘ 4“ b 

aliam iuveniri posse, iu qua a dclctiun sit, quaeque idem significet, ({uod 

y—y'=-a{x—x‘) 

§. 17. 

Problema, 'Quaeratur aequatio rectam significans , quae duo puncta 
data transeat. Sint coordinatae horum puntomm x' y' , x“ y"; iu aequa- 
tione rectae pro x ct ^ non soliun x' et y* sed etiam x" et y" substituere 
licebit Itaque habemus has tres aecpiationea 

y = ax + b 
y* = ax' + b 
y" = a x" 6 

Hamm aeqtiatiouum ope et a et b iurenire sire eliminare possumus habe- 
biniuscpie hanc aequationem 

__ y' — y* • , 

y x" — x' * x“ — x' 

quae haud dubie lineam significat, quae duo puncta transit sire certum 
habet situm, propterea quod utraque constans nota est 


Forma, cpiam haec aequatio p]cnim((ue induit, haec est 
(x" — x') X— (/" — y') X z=y'x-" — j"x' 

Ponamus rectam (fig. 2.) transire puncta et C; sint coordinatae 
puncti L] GE=z x' — c, FE=xy'z=d, puncti C, x“ — CO — — e, y"~o ; lineae ' 
yfB erit aequatio _ (e 4 . c)y -f. dx = — de . 
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§. 18 . 

Aequatio 

(.r" — *') y — (y*‘ — y) X — x"y — x'y 
iiidult formam ad singulas propositiones demonstrandas satis aptam i si 
respicimns puncta, inquiLus recta coordiuatarum axes secat. Transeat igitur 
(Fig. 2) IK puncta I et K, quae in coordinatanim axibus sunt posita *. habe- 
bimus coordinatas puncti 7, s' =s 0 , j'= 07, puncti K, x"= OK, y" = o, ergo 
aequatio rectae 7/7 

OK.y\- OI. X = OK. 01. 

Ponamus 01 — q, OK = p, erit aequatio 

py+ qx =pq 

f + ^ = 1 

q ' p 

Eodem modo habebimus, si (Fig. 2.) CO = ^ p', OD t=- q*, aequationem 
rectae CD 

— pty + j'* py 

MajorU momenti nobis est liagf- fnrn^p aquationis 

W I X 

■* + — = 1 
q ^ p 

quia ex ea cognoscere possumus, tpiaiiam ratione recta, qualis IK, in puncto 
tjuodam sit divisa. Si enim ponitur y == nq, x = (l — n) p, recte habebit 
aequatio; inde seciuitur nq et (l — n) p esse coordinatas puncti, in linea IK 
positi. Igitur si sit i>7 punctum , cujus coordinatae (1 — n)/J, habebimus 
0 \ = n.q ergo A'^17 — n.IK vel IK: JJK = i: n 
et 

IJI: MK = (j— ji): n. 

Videmus igitur , quantitates n et (l — n), quae siuit coefficienles quantita- 
tum q et p, quas recta in coordiuatarum axibus desecat, nobis exhibere numeros 
rationis, qua divisa est in puncto M recta IK. Itaque si in setiuentibns 
invenerimus abscissam ejusmodi lineae qualis IK, 
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X — /), huius puncti erit ordinata « = (1 — T ^ ) q 

>■ W ' ' ‘ ^ V J. f 

ft recte c oncliulciiius, lineam in hoc pmicto hac ratiope 
* * - : (i ^ ” ) esse divisam. 

»' (H V Cl» 

Si ;i (juuutitas fit negativa, hahemus ~ nq, (l+n) p. Fuueta, quorum , 
courdiiiatuu — nq, (1 + u) p vel — np, (l + n) q, posita sint uccesse est in 
producta recta IK, c. g. Q, R. Habemus, si abscissa puncti /? = — np, 
ordinata = (l + *0 '7!"” = — «: 1 

IR:RK = n : (l + n) 

lirgo per « et (l+n) iterum ratio data est linearum IR et KR. 

Oiiod de recta IK dictum est, idem dc CD et aliis ejusmodi rectis 
dici potest. 

§• 19. 

Problema. Sint (fig. 3-) coordinatac punctorum I et II datae, sit porro 
Crh'.GU — n-{\ — It)', quaeritur quomodo coordinatae puncti G ex his, 
quae data sunt, inveniri possint. 

Puncti II coordinatae sint x‘, y‘ \ puncti puncti G x,y. 

Haud dubie aequatio recte habet 

x>=:x" — (.%" — -v') 

( j — n)x'=(l — n) x" — ( 1 — n) (x" — x') 
x' + ( 1 — n) (x" — x') = nx'-f(l — «) x" 

x' +(!—«) (x" — xO= X 
ergo X z= nx' -f(l — ") x" 

Eodem modo invenitur 

y = «y + (!—«)/' 

Si « = j, esi etiam 1 — n = J et habemus 

. _ x' + x» 

2 

V = + - • 

•^2 
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§• 20 . 

Problema. Inveniatur actpiatio, quae significet angulum, quem duae 
rectae efficiant 

Sint QR et AB (fig. 2.) rectae daUe, quaeratur formula, quae exlul>eat 
angulum KIjC. Ponamus KLC = u>; coordinatarum angulum = porro 
BCXzsa'. Sit aequatio rectae QR 
y — ax-\-b 

rectae IIB 
huhemus 

^ _ «in tt _ *in • 

•in(/y-a)’ »in(/t.tt) 

Inde igitur efficitur ' 

— «in (/?-«) «in/?. coBft-gintt. co»^ 

■ «in a «in a 

V = sin /?. cotang a — cos /? 

T + COS/? sin cotang. a 


tang a 


a siit j} 


eodem modo est 


Est vero 


f + cos ii 1 + « fOS ^ 


tang o — 


a' sin /?’ 


1 + a' 


ergo 


«0 = 0 — 0 


tang V = tang (« - «') 


tang «r = tang tang o> 

1 -f* tang c. tang o' 

et 81 pro tang o et tang o' valores substituimus, quos in praecedentibus 
invenimus 
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(a — a') sin jS 

lang a> — ^ > 

haec est formula , quae erat quaerenda. Qua quidem e formula plures aliae 
derivari possuut, quae magni sunt momenti. 


§. 21 . 

Primum ponamus rectas 

y = ax 4" I> 

y = a' X + L' 

esse parallelas, habebimus ^ 

w =: o 

(a — n')sin/* 

tang «' i + (a + a') cos/^+aa' 


ergo 


(a — a‘) sin /3 = o 
a —a' 



h. e. si duas habemus rectas, quarum aequationes 

y = ax 4* 

y = ax4"b' 

uon nisi constantibus b et b' inter se differunt, recte concludimus, 
cas esse parallelas. Hoc alio etiam modo facile demonstrari potest. 


§. 22 . 


Si ponamus, esso 


tf — iR 


erit 


ergo 


tang (f = 30 


(rt — a‘) sin 9 


!+(« + «') cos ,9 + ««' 


= 00 
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Quia rero {a—a‘)smli sempcr est quantitas certis finiLus inclusa, erit 
1 -f (rt+a') coa? aa‘= o 

unde sequitur 

1 -f* «'cos^ 

~~ 4* cos/# 

h. e, si duae rectae datae sunt, cpiarum altera alteram secat, 

y :=: ax + b 

y — a‘x + A' ' 

ct demonstrari potest, esse 

1 4- a'coa3 

a — -—f — i — 

« 4" cos, i 
rcl 


, 1 + acosS 

a' = — 1 ^ 

a -f- cosp 

illud etiam demonstratum est, alteram alteri insistere ad perpendiculum 
normatam. 


Si coordinatarum angulus =s^AbaLemuso=— i velfl'=:— — • h - 

a ’ **’ “• 

si data est recta y = ax + b, haLemus aequationem perpendiculi, quod 
datae insistit, si coordinatarum angulus = 1/2 

y = -i * + C. 


i 


Jam ut sit data recta 


§. 23. 


y = o;r + S, 

Quaeratur aequatio significans perpendiculum; in datam e certo puncto 
cujus coordinatae x* y, demissum. 

Aequatio perpendiculi in datam demissi erit 

1 4- a cos/? 

>' = - ~+ co.? * + 


3 
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ubi C <iuaeliLet est quantitas coustau?. 
x', y' transeat, habemus 

» ^ 1 + « COi? 

^ a + cosi^ 


Quum rero haec linea punctum 
■ *' + C 


et inde 


, 1 + « cos, 9 . 

y *”>y a + C0S|9 
Haec igitur est aequatio, quae erat quacreuiL». 

Si = lii aequatio iu hanc transit 

y — y = — {x—x‘y 


•V') 


§. 2 - 1 . 

Ponamus alteram datarum rectarum _ ' 

y = ax + b 
y = a‘x b* 

quae effieiant angulum rectum, esscalterutnimcoordiiiatarum axium. Si poi'!””"“ 

y =: a'x + i' 

esse abscissarum axem, erit 

a' = 0 et a' =. 0 ; 

sin ponamus , eandem esse ordinatarum axem , habebimus 
/9 = a' 

' » _ sin «' sin a' 

* sin (a' — ci*) o 

1 

^ ° 

Jam si iii aequatione, quam ex hypothesi, rectas datas elficerc angulum 
rectum , habemus 

1 ^ (a + o') C03,J -j- aa' = o 


ponitur 
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huLetuus 

sin ponimus, 

ac((iiaUonc 
in hanc mutata 


1 4- n cos/9 = o 
_ t 

^ cos /9 ' 

1 

~1 = o , 

a' ’ 


1 + c a-\-a‘) cos /9 aa* 

•^ + ^,7 + cos/9 + a = o , 


perspicitur esse 
li. e. si in aequatione 


n — — cos ,9 


y — ax ^ b 


pro a ponitur — — iiaLcmus aequationem lineae, quae j)crpemliculum 

est in a}>scissarum axem demissum 

y ~ — -ff X C , 

cos P ’ 

sin pro a ponitur — cos/J, erit 

y — — cos /9 * C 

(juae est acijuatio rectae, quae ad perpendiculum normata insistit ordi- 
natarum axL 

Si jiostulatur, ut haec perpendicula certum punctum, cujus coordinatae 
1 transeant, eorum ae(iuatioucs erunt 

y— y'= — (x—x') 

y — y '= — cos P (ar— »'), 

Jam ponamus, punctum illud in alterutro coordinatarum axium esse situra. 
.Sil e. g. (lig. 3.) BA perpendiculum, quod abscissarum axi, CD vero perpendi* 

3 « 
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culum, quod ordinatarum axi inabtat. Utracjuc linea duplici modo aequatione 
siguificari potest. Si ponitur, AB esse perpendiculum a ptincto B in OX. 
demissum, lineae aequatio erit, quia puueti p coordiualae sunt o,y‘ 




siu ponitur, AB esse perpendiculum, e puueto A, cujus coordinatae o, 
erectum, lineae aequatio erit 


co» '' ' 

Porro si statuimus, CD esse rectam, ordinatarum axem in D secantem, 
aequatio lineae erit 

9 — y = — cos /?.x; 

sin vero volumus, CD esse perpendiculum a puueto C in ordinatarum axem 
demissum, erit aequatio 

y = — cos (jr — y) 


§. 25 - 

Prublema. Quaeratur aequatio lineae rectae , quae coordinatarum angulum in 
duas aequales partes dividat. 

Quia linea, cujus aequatio cpiacrcnda est, coordiuatarum initium transit, 
seHjuitur, ut aequatione significari possit 

yz=as 

Jam hoc unum restat, ut statuamus, qui sit valor constantis a. Quum 
vero o = J /i esse deheat, haLemus ^ = 2 o, igitur 

sIu « . 

#lu(2n— a) ’ 

ergo 

y — s 

aequatio est rectae, quae coordiuatarum angulum in duas aetjuales partes di- 
vidit. Quia recta, quae in duas awjuales partes dividit angidiim euiii, <pii 
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est contijpnu angulo jj, a<l perpendiculum normata insistit ei, quae angulum 
P in duas aequales partes dividit, facile e formula 

, t ■}■ ® •■0" , 

~a + co»ii (■'-') 

videre licet, quiax'=y!=o, et a = 1, hujus lineae aequationem esse 

Magis gencratim hanc rem tractavit Pliickcrus in 1. 1. Tom. I. §. 27 et setpi- 
ILi enim derivatam videmus aequationem rectae, quae angulum in duas swqua- 
les partes dividit, quam duae quaelibet rectae compreheudunt. Quia recta, 
quae angulum in duas aequales partes dividit, locus est geometricus puncto- 
rum, a quorum quoque ad anguli crura aequalia perpendicula duci possunt, 
facile demonstrari potest, si anguli ciiira 

y — ax + h 
y —a‘x + 6* 

lineae, quae angulum iu duas aequales partes dividat, aequationem esse 
(y — ax — b) cos c = {y~a'x — b') cos a', 
iu qua u et u' anguli suiit, quos illae rectae cum primo coordiuatarum axe 
efficiunt. Celerum animadvertendum est, ae(iuatiouem hac conditione deri- 
vatam esse, ut sit coonlinatarnm angulus = 1 R. 

E duplici signo apparet, duas esse rectas, quae positis conditionibus sulfi- 
ciaut. Hujus rei causa in eo cernitur, (piod duae rectae semper elficiunt <Iuos 
angulos, qui ut iu ac({uales partes dividantur, duabris bneis opus est, quarum 
alteram haec aequatio 

[ym^ax — b) cos«=(j — a' x — 6') cos « 

alteram vero haec 

(y — ax — b) cos « — — {y — a' x — b") cos 
nobis exhibet, i traque haec ae({uatio satis coiumodc hoc modo exprimi 
potest 

A - A' 

A — — A' 
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§. 26 . 

PrMema. Iiiveiiiuliir ex aeqnationiLus duarum rcctaruin siLi incidentium 
iietiualio jcctae, quae idem jiunctiun transeat, ia 4110 illae sibi 
incidant. 

Sini redarum sil»i incidentium ae(iualioues 

y = ax-\-h (I.) 
y x-\-b' (II.J 

Fi imum inlelligitur , has lineas in puncto, quod iis est commune, ha- 
here eoiiimuiics, i. e. aequales coordinatas. Itaque ponere licitum est, in 
illis aequalioiuhus esse J'=y, x = x, qiio posito fit, ut recte derivetur 
e\ iis haec aeqtialio 

4- y z= a .V + a' X -i- l> + b' 

2 = (a 4- ^ 

tiA-tt' b-l-h' 

Qua quidem iii aequatione cum coordiuatarum potentia primum gradum 
non excudat, sequitur, eam esse aequationem liueae rectae. Hectam vero, hac 
ij)sa aequatione exhihilani, punctum transire, iu quo datae rectae 

y — a X b 
y = d' a.- 4- b' 

silii incidant , ex .scqueutihus apparebit. Si valorcm coordiuatarum « jusdein 
puncti quaesiveris ex aeijualionibus 

y = ay f ^ 
y — n'.v + b' 

habebis 


b' — b 




(I b' — a' b 


a — a' 

Jam eodem modo quaeramus, qui sit valor coordiualai uui p‘Uncti, in 
(juo sibi iilcidanl rectae 

y zx- ci X b 
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> rt+o' b-\-b‘ 

y — — ■ — 

2^2 

Quia pariter liis liueis in puncto in quo siLi incidunt, caedem coordinatae 
sint ueeesse est, huLemus 


ijjilur 


I . o+rt' h-\-h' 

y ~ y zz ax b— x q ! — 


2« — a — a' b-\-b' — 2b 


est igitur 


b> — h 


a — a' 


y — ax-^bzza 


b‘—h 


+ i = 


fl A* — a' b 


a — a' a — a' 

ergo coordinatae puncti, in quo rectae (I.) et (II.) siLi incidunt, eaedem sunt 
coordinatae puncti, in quo rectae (I.) et (III.) sesc secant; h. e. (I,) (II.) (IU ) 
unum idemque punctum transeunt, sive (III.) punctum transit, in quo (I) et (II) 
sibi incidunt. 


§. 27 . 

Jam paulo accuraliu.H de natura aequationis (III.) exponendum est. Vidi- 
mus, aequationem (III.) ortam esse ex nc([uutiouiLus 

y •= as -\- b 

, y .— a'j 4- i'; 

quia vero secunda aequatio ita scribi [lotest 

I . y = 1 . «'T 4- i . , 

dicere licet, aecjuationem (III.) ita esse ortam, ut aequatio (IL) per unitatem 
multiplicata cum aequatione (I) additione sit conjiiucta. Porro si aeipiatio- 
nem (II) per — 1 multiplicatam cum ac(|uatioiie (III) eodem modo con- 
jungimus, oritur aeifuatio (I), quae, ut constat, punctum Uansit, in i^uo (H) 
et (111) se;e secant. It vero e datis duarum rectarum aecjuationibiis tertia, 
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lineam «igiiificati» , fjuae punctum transeat, in quo datae siLi mcidant, ita 
«lerivetur, ut latius pateat, pro unitate ponenda erit iudcilnita quantitas, 
«juae et jiosili^a, et negati ra esse possit. SiguiCcemus hanc quantitatem per 
ii; aequatio (11) per multiplicata 

fi g ~ fi a' s fi i' 

cum (1) addendo conjuncta elficit hanc aequationem 

O + •') y — (« + It a') X + b -]r inb' 

siv'e 


_ a + t<a' , b 4- „ y 
i + /* 1 + ^‘ 

Haec a‘equatio significat quamlibet rectam, quae punctum transit, iu 
qno (I) et (II) siLi incidunt. 

TTlf 

Si ponitur , aequatio nostra hanc formam induit 


y = 


a -t a‘ . l’ 4- 

m m 

X + - 


1 - 7 - — 

m 


1 + 


m' 


SlVl! 


y = 


m n 4* rn'a' 

X — X 4- 

m 4- m' 


mb + m‘b' 

m 4" m‘ 


unde 

(m 4" ni‘) y = (m a 4- m'a‘) -x. -{■ mb + rn‘b' (V) 

Quam quidem aequationem, quae non minus late patet, quam aequatio 

(IV), quia non magis dchiiita est quantitas, quam h, nanciscimur, si 
aei|Halioucs (I) et (II) per m et m' multiplicatas addendo conjungimus, Ce- 
lerum per se patet, aequationem (V) idem significare, quod (IV) significet. 


§. 28. 

Si a, b; a‘, b' in (I) et (II) sunt ipiantitates notae, illud u ita definire 
licebit, ut aequatio 
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° ^ Q' ^ I i + fih' 

1 -|- 1 + M 

certam lineam, aire lineam, quae certum habeat situm, exhibeat. Nam si 

y = a X + 6 • (I) 
y = o' X 4 - 6' (II) 

siguificant certas lineas, etiam hac aequationes 

y= -^-^^x + -i:^(iii) 


y = £i^x + iJ^(vi) 

y _ 3«+5«* ^ 8ft + 5y ^yilj 


quarum (VI) et (VII) eodem modo derivatae sunt ex ac([uationibus (II) et (III), 
(III) ct (VI), quo (III) ex aequationibus (I) et (II), certas liueas significare 
debent; ex antecedentibus vero etiam notum est, aequationibus (III) (VI) (VII) 
exhiberi liueas, quae punctum transeant, in quo (I) et (II) sese seccut Facile 
autem perspicitur, aequationes (III) (VI) (VII) ex aequatione (IV)derivari posse. 
Nam sl ponitur ;((=: 1 mutatur aequatio (IV) in (III), si/i =: 3, (IV) iu (VI) 
transit, sl /i = .| e (IV) prodit (VII) Eodem modo aequationes (III) (VI) 
(VII) ex aequatione (V) derivari possunt. E (V) oritur (III), si ponitur rn= 1 
m'=l; oritur (VI), sim = l, 77i'=3; oritur (VII) si »»= 3, m' = S. 


§■ 29. 

Ex antecedentibus sequitur, si datae sint aequationes rectarum 
y — ax^b (I) 

y=za*x-[-b' (II) 

y=:J^x+B (VIII) 

y = yl>x + £> (IX) 

quarum (1) ct (II), (VIII) et (IX) sese sccent, et (I) et (II) quidem iu recta 

a-\-fia' , b-\-fib' 

7 — -T+TT + T+T^ 

■ (VIII) et (IX) in recta 

4 
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y = 1 1 +/i' 

ut (I) ct (II), (VIII) et (IX) in eadem recta sesc secent, si demonstrari possiV 

esse ; 


(X) 


a A- f.1 a A jf 

— 1+/4' 

bArfib' _ 

1+7 == 1 + 7 ~ 


Ergo si quantitates ct h ita eligere possumus, ut recte haLeant aequationes 
(X) et Pii^I), jure concludimus, rectas (I) et (II), (VIII) et (IX) in eadem recta 
sibi incidere. 


§. 30 


Theorema in iis, (jnae proxime antecedunt, tractatum etiam iiiTcrti potest. 
Si nobis data est aequatio lineae rectae, in qua duae aliae sese secant, ex eadem 
aequatione duae aliae derivari possunt, quae lineas in illa recta, quam significat 
data aequatio, sibi incidentes exhibent. 

Data sit acquatio> 

y + ff- 


sive 


Ponamus 

A. 

aequatio in hanc transibit 

y 


I 

H 

I 

-Bz=o, 


b-\-ftb‘ 


~~ i+h.* 

a+fia 


!+#* * 

l +/i 


sive 

(1+/0 y — (o+/io')x— (6+/i6') = o ; 
in hac vero aequatione ponere licet 

y — as — b~o 
fiy — fia' s — ftb' = 0 
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•ir* 


Sr =r a« 4* ^ 

(iy=fidx-\-nb'. 

' Quae quidem rectarum aequaUoues quum tales sint, ut, si eas conjungamus al- 
teram alteri addendo, efficiant aequationem 


y=.j1x-\- B 

recte concluditur, eas significare ejusmodi rectas, quae in ea, quam exhibet 

y = B 


sese secent. 

Porro si habemus 



aequationes 


A — fi a — a 

^ = y + n 

S = fitt X + y' 


, ax — Y 

etiam duas rectas cxliibcnt, quae in recta 

g = Ax B 

sibi incidunt. Inde vero jam perspicitur, tot linearum paria inveniri, quae in 
data recta sibi incidant, quot paria inveniantur aequaUonnm, quae additione 
inter se conjunctae efficiant aequationem 

jf = Ax -f- B, 


Theorema. Magnitudo cnjuslibet rectae exprimi potest ope coordinatarum • ' 

quae ad ejusdem lineae fines pertinent 

Invenienda sit magnitudo rectae IIP (fig. 3.); «int coordlnatae puncti F. ] 

pancti II x‘,y s j 

Est haud dubie ' ‘ “ - - ' s ! 


A//.« = y/r» + — 2 Qf. QII . cos . VOX 

= — 2 QP.QII. cos/?) 

Est vero QP = NP — QN'= *« — 

QII — KIl— QK— y —y == — {y> _ y 
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ergo 

HF= [(*" — a:')’ + iy" — y)’ + 2 (*" — *0 • (y" — y)] . cos /». 

§. 32. 

His ita expositis reli([uum est, ut doceamus, quomodo c coordinatis, quas 
ad singulos figurae angulos pertineant, ipsius figurae area inyeniri possit. Da- 
tum sit quatiilatcrum ADCD (fig. 4-)> coordinatae angulorum A, S, C, D sint 

'Jam in promptu est, aream quadrilateri esse 

ABCD = ABFE + BCGF— CDIIG — DAEH. 

Est vero 

ABFE = {AE -1- BF) . i EF. sini» 

= {AEJrBF).(pF—OE).l6m? 

= (x. -f Xi) . (y« — y.) . S sin/» 

Eodem modo 

BCGF = (x, + X,) . (y,— y,) . J sin /? 

. CDIIG = (,x -f xl) . [y» — yl) . ^ sin I» 

DAEIl= (xt + X,) , (/4 — y,) . i sini* 

Ergo 

ABCD— [(X, -l-XjMy,-».) + (xa + x,).(if,-3f,) (xj+X4).(irs-y4Hx4 + x.). (y4-Jf,)] . {sin|* 
Jam si multiplicationes indicatas confecerimus et tot quantitates inde or- 
tas, quot licet, deleverimus, haficLimus 

ABCD=^\Au? [x,(ya-jr4) + Xa(3r,-yt)+x,(jf4-yJ-|-j4(jf,-jfj)] . 

Inde perspicitur, arcam quadrilateri cujusdam inveniri, si aliscissas singu- 
lorum angulorum eodem ordine sequenti iim per differentias ordinatarum ita 
multiplicemus, ut aLscissa cu jusque anguli multiplicetur per differentiam ordi- 
natarum anguli proxime antecedentis et proxime sequentis, et singula producta 
additione inter se conjungamus. Area quadrilateri est quantitas negativa, si 
eam ex nostra formula quaerimus simufijuc ponimus punctorum A, D, C, B 
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coordiiiatas esse x, y, , x, y, , x^ y, , x, y, . Haud raro fieri solet, ut figura* 
alicujus area, coordiuatarum 0 ])e inveuta, exiiiljeatur quantitate negativa. 

Formula quae exhibet aream cujuslibct quadrilateri paulo brevius ita ex- 
primi potest, 

propterea quod 

= — xs Cyj-jO 

^4 (y,-y^== — X4 Oi-Xi) 

Quod de quadjilatero diximus, idem, ut per se apparet, de triangulo et quoli- 
bet polygono valet. 


Caput IL 

De sjntbolorum nsu ad propositiones demonstrmidas. 

§. 33. 

Postquam in antecedentibus sjTubolorura naturam, quae ad lineam rectam 
spectant, cognovimus, jam exponendum est, quomodo ea ad demonstrandas 
propositiones geometricas sint adliibemla. Prius(piam vero rem ipsam aggre- 
diamur camcpic exemplis doceamus, in universum quaedam de demonstrationi- 
bus symbolorum ope conficiendis pracniittcnda sunt. 

Ut 8)unbolorum ope propositionum demonstrationes Juste conficiamus,' 
praecipuo tria observanda sunt. Primum enim cavendum est, ne symbolorum 
usui plus justo inserviat usus figurarum, neve e constructionibus ad demonstra- 
tiones conficiendas petantur nisi symbola, quae constructionum proprietatem 
non redoleant Deinde symbola e figuris petita ita sunt tractanda, ut e trac- 

•) Qui sit lionim rcrLornni sensos nt rerte intellijtnlor, rrufrirc neest Molveidii rerb», qnie Ifgnnlor io K1&- 
gelii vucsliulario niotiuMnaiivu Upoi. IV. |»»g. M?9. 3« bfB n(Ufjl«n 3fittn, iu<iuii ille. t)it man kie alsjtb* 

taifpitt St^anMuna eromrtrirc^tE babnrtt^ oon bet 9^rtrad|toiig bcr gijur nodi unobbiinsign 

ju nud)i’n atriii^t, bap m.jji Me Sije nllec ^lunfte im ataiime unb bamie aud) ben Jug gnabee fwoobl «i» 
fiummet tiiiitn, unb bie a>ctbrrit«ng obt.ner unb gefrilinnitcr in btnfclbcn buedj Kipccbinatfn, 

. » 0 iu moit in ber WtgtJ «(fctisiufiigo iritU» beltinimt, ubrigend abet biefeibe aXarime, lotldif bie aiton 
ffiiometet iiut|i<t|tli(b beo Siniiii[d)ung bet ^nlbliicrit in bie ©fometrie befolgt, b. b- nuo bie jur Xuf* 
Rellung bir " b 0 m en lafglei it un ngen ununiginglii)) nbtbigrn allgemeinecn ®d{e 
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tatione prodeant alia symLola, e ([uomm nota aignificatione quod Tolnmat 
yidere possumus. Denique ut facile nota haec symbola prodeant , ad id ad- 
tendondum est, ut apte eligamus coordiuatarnm axes ct praecipue, ut recte 
statuamus eorum initium. 


§. 34 . 

Theorema. Si certa data est recta et punctum qnoddam, extra eam positum, 
ab ipso hoc puncto in dutam una tantum recta ad perpendiculum 
demitti potest. 

.Sint dati puncti coordinatae x' y ‘ ; <lata Tcro recta 

jrz=«r-}-4; 

recta igitur, ui hanc ad perpendiculum Jemissa, quae simul punctum datum 
transit (§. 23-). 

1 +rtCOS/? 


y-y=— 


■{x-x>). 


a cos/S 

Est rcro ex hjpothcsi a quantitas nota, ergo aequatio modo inrenta 
lineas diversas significare non potest, quia omnes quantitates exceptis varia- 
bilibus X et y notae sunt. — Eadem est demonstratio propositionis, e puncto 
quodam rectae unum tantum perpendiculum erigi posse. 


§. 35. 

Theorema. Quae recta ex vertice trianguli aequiemri ita in basin demitti- 
tur, ut, qui est ad verticem, angulum in duas aequales partes 
sccct, basin eodem modo dividit, et est ipsa ad perpendiculum 
• demissa. 

'Sit (fig. 5.) ytB =z yfC, BAD — DAC, erit BD—CD, ADB = ADC. 
Ponamus AB et AC esse coordiuatarnm axes ct A eorum initium; 
deinde AB~p. Aequatio lineae BC erit (§. 18.). 

Sei 0e«mttri(, weldjt unmittilbaroi SRtjua anf Mi Cos t Mna ttnm >>( ct t tston, in 
JtiuvcnkungttinsC, o^ncsrjiDsrliufigcSonltcuctisncnju msiten unb OsSuiit» (ir 
XnictRbungfptcicUcccc&ijccsiiubircitcn. — . 
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py-\-px=p* 

y + * =Pi 

aequatio redae AD (§. 25). 

y = X. 

Jam quaeramus coordinatas puncti D, in quo utraque recta BC et AD 
easdem haLent coordiuatas, habebimus. 

yz=p~x 
y = x ' 

p-x=x 
IP = ^ 

ergo (§. 18.) 

BD = CD. 

Porro si aequationem 

y + * = P 3ive yz= — x + p (I) 
comparamus cum hac 

y — ax + b, 

ridemus esse a — — l , b — p. 

Itaque perpendiculum in (I) demissum, quod simul initium coordinatarum, 
cujus coordinatae y = o, xf — o, transit, erit (§. 23.). 

1 — l.rosi^. 


yr~o- 


(x—o) 


— l+cos/J 
y = * 

Quae cpiidem accpiatio ((uum significet rectam AD, sequitur, ut AD ad 
perpendiculum normata insistat rectae BC. Facillime etiam propositio in- 
rersa demonstrari potest. 


§. 36. 

Theorema. Quae recta angulum trianguli scaleni in duas partes ae<pales 
secat, eadem producta subjectum latus ita dividit, ut ejus par- 
tes inter se habeant rationem, quam habent ambo latera, quae 
angulum divisum comprehendunt. 
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* Sit (fig 6 ) ACD — BCD- Ponamus CA et CB esse coordinatarum axes, 
porro AC^p,BC = q, erit aequatio lineae AB. 

^ py\-qx=pqQ) 

aequatio lineae CD 

y:=x (TI) 

lM„o coortoat». puacU D i.ve»iri i«»un^ .i i. (I), .pod ,ec.mdm«(II) 
iJ, X ponlmu. pro J- Hatour cx oeqooUone 

px-Vqx — pq 


X =p 


> + ?’ 


^ P + 9T 


Ergo (§• 18) 


AD.DB 


P 


J^—p-q= AC-.BC. 


P+<7 P+? 

Corcllorium. SI pro Unoo CD pooUno. Unoam CL. <1«' “ 

duas partes aequales dividit, et cujus aequatio (§. 250* 

y = -*, 

coordinatas puncti E haLcbunns 


»=i> — 


• y = q.-^ 

q—p' 9— P 


ergo 


'AE \ BE = p.q^-^B>- BE. 
§. 37. 


,7, ..„ 0 . 0 .' I» qoo., 1.0 parallelogrammo Uorac diagooalr. iorio.» .... i» 
doo. oeuoale. parlc. dividunt. 

X . ,B,. 7 Widl CD .t JD II BC. Poucmn. ^ s.t .nit.nm rooriU- 
„.rs al..cis.or«o. axi, M = P. AD v.ro in ordinatarum ,x. 

-"rS:!. puucti, 

coordiuata., qua. p.rtm.o« «d puuctut^ AC i» dua. a.qual.. p.rt.. 

dividit (§. 19-). 


Digitized by Googie 


33 


X 




ergo ntracpje linea in eodem puncto in duas aequales partes dirisa est, h. e. 
lectae AC et BD invicem sese in duas aequales partes dividunt 


§. 38 . 

Jam invertamus propositionem proxime antecedentem. Sit (Fig. 7.) 
'AE = EC, ED = EB: erit ABCD parallelogrammum. 

Sit initium coordinatarum ; EB = p, EC — q, DE = — p, AE = ~ 
Recta BC 

py + ?x = p?; 

Recta AD 

— py— qx = pq sive py -f = — pq, 

unde sequitur (§. 21.) 

BC II AD] 

porro recta CD 

— py qx = — pq. 

recta AB 

— py + ?* = 

igitur 

CD II AB} 

ergo est ABCD paraUelogrammum. 


§. 39. 

TheoTema. In quolibet antiparallelogrammo lineae diagonales sese ita 
secant, ut earum partes, alterutri parallelorum laterum adjacen- 
tes, inter se sint aetpiales. 

Sit (Fig. 8.) AB II CD, AD = CB-. erit DEz:^ EC, AE^ EB. 

Jam sit £ initium coordinatarum, EC—p, EA^ — p*, EDz=.q, EB=x — q\ 

5 
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Est aequatio rectae CD 

y = — - * + 9» 

rectae AB 

y = — * + 9'- 

Quia vero AB || CD, est 

L —t. 

P P' 


Torro (§. 3 i). 

JBC* — /j’ + 2T7'cos,? + ^'’=P'’ + 2/j'? cos^+ 9’ = AD' 
> 2 P‘j' cos. 9 = 2 p'q cos.'* 


proinde 


ergo 


9 ’ = ’ 


/ + 9'* = r'’ + (^) 
/>' = 7 '; p — q. 


Facile propositio inversa demonstrari potest SiDE—EC, AE—BE, erit 
BC=^ (p''\-2pq‘ coS(* 4'9'’)“V^ (/>'* + 2/>'7 cos i* + = . 

Porro aequatio rectae CD 

Py + = P' sive y z= — X p, 

aequatio rectae AB 

— P‘y — p'x ~ p" sive y ~ — X — p‘, 
ergo CD || AB et ABCD antiparallelogrammum. 


§. 40. 

Theorema. Latera antiparallelogrammi nou parallele, producta sese secant 
in recta, quae auguluin, (]uem lineae diagonales comprehendunt, 
in duas aeijuules partes dividit. 
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4 

Sit, ut anpra, E inidam coordinatamm; DE— EC— p, AE-si BE — 
— p* , erit aeqnadu rcctao AD 

PY—P*x=z^pp\ ' 

rectao BC 

— P'/+P* = — rP'- 


Si posteriorem aequationem, per — 1 multiplicatam, addltioDc cum priore 
conjungimus, rectam haLemus (§. 28<)> l'! utraque recta BC et AD siLi 
incidunt. Haec est 


ip-^p')y — {p-^p’)x = o 
y = X 

Quae quidem aequatio quum significet lineam, quae coordinatarum angulum 
DEC ui duas aequales partes secat, quod contendimus recte halierc perspi- 
citur. 


§. 41, 

7 heorema. .Si a puncto qnoliLet Tcl lateris ipsius AF trianguli ARP (lig. 8.), 
vel lateris producti ducimus rectam CD , vel HK, tpiac pa- 
rallela est lateri AB, semper recte liaLet haec proportio 
AP : DF= DF ; FC = FII : FK, 

Sil F initium coordinatarum ; FA — p , FD = p', FII = p", FB = q , FC 
s=q', FK=q", Est recta AD 

= “ j* + 7 

recta CD . 

J' = - + 7' 

recta KII 

y = —^^ + 9" 

Quia vero AB || CD\ \ KII, etiam esse dcLct (§. 21.) 

3 - — t. ^ iL 

P p' P" 
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sive 


AB .BT ^ DF'. IC^TH\ FK. 


Vice Tersa, si ponitur esse ^ ^ AB\\CD\\KH asst debet 


§. 42. 

Theorema. Si (fig. 8) AF'.FD~ABiCD~f.m, et AF\TII—AB\HK 
= 1 : — /M, recta BF puncta C ct AT transeat necesse est 
Sunt haud dubie coordiuatae puucti C, x" =: mp, y" = (l — coor- 
dinatae puncti K, x'" = — mp , y" z= (i + m) q , si iionitur A esse uiitium 
coordiuaturuui, AB—p, AF—q. Quum aequatio rectae 

- = 1 
9 P 

recte habeat, sire pro * et y substituamus valores coordiuatamm puncti C, ' 
sive puncti K, inde sequitur, ut utrumque punctum in BF positum sit 

§• 43. 

Jhtorema. Si ab angulorum ver licibus Iriauguli cujusdam lineae ducuntur 
transversae ad puncta , in quibus trianguli latera in duas partes 
aecpiales sunt divisa, hae lineae transversae in uno eodemqne 
puncto sese secant 

Sit (Fig. 84 AG = BG, BC = CF, AD — DF. Punctum A sit 
initium coordinataium , AB~p^ AF — q. Est aequatio rectae 
FG 


BD 




AC 


py + -| 


^ (10 


V _ 9 


= 0 (110 


DigitizSd by Google 


37 


Jam. quaeramus c (I) et (III) coordiiiatas puiicG, in quo AC et FG, 
e (II) et (III) coordiuatas puncti, in quo AC et BD sibi incidunt Functi 
illius coordiuutau sunt 

* = y=\ q 

hujus 

y - -t ^ 

unde ajiparet, rectas FG et BD in eodem puncto rectae AC incidere. 

Alia demonstrandi ratio. Ouaeranuis e (I) et (II) lineam, in qua BD 
et FG sese scceut, quac(|ue simul transeat initium coordinatarum. Aequa- 
tione (I) per — 1 multiplicata et cum (II) conjuncta, nanciscimur hanc 
aequationem. 



Ergo est AC recta, in qua BD et FG sese secant 
Corollarium. E valore coordinatarum puncti E patet, esse GE\ EF r= 1 ; 2. 
Tlicorema. Si ab angulorum A'crticibus trianguli cujusdam in ejus latera 
demittuntur perpendicula, haec in eodem puncto sese secant 
Sit (Fig. 8-) A initium coordinatarum ; pars a^^is primi AB=p^ pars 
axis secundi AF = q. 

Recta BF est 


' q 

y=—j * + <7 

recta igitur, quae lineae BF ad perpendiculum normata insistit simulque 
ini tium coordinatarum transit, i. e. A C 


q 

1 — — cos/J 


X 


sive y = 


q cos/7 — p 
p cosi^ — q 


Porro est ac([uatio rectae FG (§. 27.) 

(}' — q) CQsil sive y ros ,9 -f" — V f'Os.t 
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rectae BD 

y 4" (x — p) cosl^ =z o sive y + X cos,j = p cos,^ ' 

Jam videamus, amioa aequatio rectae y/C ex acquationiLus rectarum 
BF eX BV ila derivari possit, ut e derivandi ratione concludere licea^, 
esse rectam, ia (jua BF et BD siLi incidant. Multiplicemus aequationem 

rectae BD per — — et aequationi rcctaeFG addamus, haLcbimus aeciuationcm 


y cos)S — .£_yq-ar — x 3. cos/? 
P P 


quae rectam JC cxhiLet. 


_ q coafi — p ^ 
^ p cos/? — q ' 


§. 44 . 


Theorema. Perpendicula, in iis laterum trianguli cnjusdam punctis erecta, 
quae latera dividunt in duas partes aequales, si satis produxeris, 
in uno codemque puncto sese secabunt. 

Sit (fig.f).) AT — BF, BD—CD, AE— CE; BDGzz GEC — GFA = 
90°; , porro sit B initium coordinatarum; EC = p, AB — q. Est recta GE 

, , , f/cosf? — p , , . . q cos fi — p , n* — u’ ... 

pvost'^ — q^ peos/? — q 2(pcosj? — </j ' 

recta DG 


y cos /? + .r 


_ P 


(H) 


recta' FG 


y + x cos/? = (llf) 


Si (lIl) per — — multiplicatam additione cum (II) conjungimus, nanciscimur 
(I), unde apparet, propositionem nostram rc-clc habere. 
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§• 45 

Si in triangulo quodam ^BF (fig. 8.) lineae transversae AC, BD, FG ita 
ducuntur, ut in nuo puncto JS sese secent,scmpcrcst FD.AG.BC—AD.BG.CF. 
Ponainns, y/ esse initium coordiiiatarnm; AB—p, AF~q\ porro 

AG-.GB = m : n 
DF:AD = r : s. 

Patet, propositionem nostram recte haLcre, si demonstrari possit, esse 

FC : BC = m ,r.: n.s 

Ex aequatione rectae FG 

mpy-{-qx = mpq 

et ex aequatione rectae BD 

py + *?* = ^pq 

inrcnitdr aequatio rectae AE 


r.m.p.y = n.s.q.x ; 
ex hac vero et ex aequatione rectae BP 

py + qx — pq 

inveniuntur coordiuatae puncti C 

r.Ttt n.s 

x = p. ; , y = q ; 

r.m-TS.n r . /n -p s . /t 

nude sequitur’, ut sit 

FC: BC~ m.r : n.x. 


§• 46 . 

Si a lateribus parallclogrammi ciijusdam ABCD (fig. 10.) vel ipsis, vel 
productis desecantur inde ab angulorum verticibus partes proportionales, 
ita nt sit AE\EBz=CG:GD] DIl\IIA~CR : TiK;AB : BB = CG ' : G'D-, 
DH':IFA=BI'‘:F‘C, et puncta E,F,G,II et B,F,G',IP rectis junguntur, 
cum EFGH, tum E'F'G'H' est parallclogrammuni. 

Sit .//initium coordinataruni, pars axis AB— p , axis .secundi pars 

AD~q; AE = m.p , BF= n.q; AE = AE, BF= BP. Ex his habemus 
coordiuata.s j)uuctorum EF.G.fl, mp,o: p,nq: (l — rrt)p,q;o,{\ — n)q. 


# 
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Est igitur aequatio rectae HE 

mpy + (l— “) 9* = (1~“) W 

aequatio rectae GF 

n^py 4- (1— «) 9* = [(!—'”)• « — 1] P9 (^i) 

aequatio rectae HG 

(I— m) py — nqx = (l— wz). (l — n) pq (III) 
ac(|uatio rectae EF 

(1 —m) py — nqx z= — m . n pq (FV') 

Ex aequationiLus (I) et (II) sequitur GF || HE; ex (III) et (IV) AG || EF. 
Quia vero efficiuntur aequationes rectarum EIP 'et G'F‘, H’G' et EF‘, 
si i» aequationiLus (I) et (II), (III) et (IV) pro m et n ponitur — m et 
— n, patet, etiam esse EIP II G‘EeXlPG' || EE. 

Quum coordinatae punctorum, in quibus lineae diagonales parallelo- 
^iima\Qvxim.ABCD,EiyHI,EF'‘G‘JP sibi incidunt, sint *' = \P, ^—iq; 

(1 — wi)/>+OT/» _ p _ 7"^ — 7. _ (l+m )/> — mp _ 

X _ 2" !2 ’ ^ 2 7’ 2 



±_ 

2 


perspicitur. 


Uncas diagonales horum paralJelogrammorum ia 


eodem puncto sese secare. 


§. 47 . 

Si coordinatas punctorum F, G, //, E per ar, j,, ar, y„ x, j,, y. 
si<mificcmus, habebimus 

FFG//=[C^.---O-0'«— J-J + C *’— (/3 — i si"'*- 

= [pq-\-i± — 2m).{i — 2n)pq]. «sin/? 

= [ 1 + (1 — 2m). (1 — 2«)]. \pq sin,<^. 

FjF'G'//'=[l + (l+2r«). (l+2«)]. ;p7sin/J. 

Est igitur 

ElGll\ErG'IP =(4 + 8 wi«). \pq sin/J 

— 2pq sin/* + 2 mp , 2 nq sin/*. 
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Jam si ponamus, quod haud duLie licet, mp — AE — BF^ erit 

£'FG//+ E'F'G'/r = 2 pq sin,^ + 4 sini« = ABCD + 4 sin/?. 

h. c. Si a lateribus parallelogranimi et ipsis et productis eodem ordine 
desecantur partes aequales, puncta deiiulc, quae cum hac, tum ilJa desu' 
caiuli ratione nacti sumus, rectis Junguntur, efficiuntur duo parafJelogramma, 
quorum summum habebimus, si duplo paralJelogrammo primario addiderimus 
rhombum, cujus latus duplum est partis desectae et cujus angxdi iidem 
sunt, (pios habet parallelograiumom primarium. 

Porro est 

EFG‘IP — ETGIl— (rn + n) 2 pq sin ,5. 

Ponamus wip = rt <7, erit 

EI •ait — EFGII — nq. {p^q) 2 sin/?. 

Ji. c. Differentia ejusmodi parallelogrammorum pendet a valore partis 
desectae A E. 

Corollarium 1 . Si in formula, quae aream parallelogrammi EFGII exhibet, 
ponamus, esse m — n vero habere quemlibet valorem 
finitum, semper erit 

EFGII— ; pq sin,? = * AECD. 

Corollarium 2. Ex eadem formula videre possumus, quacnam partes propor- 
tionales a lateribus parallelogrammi desecandae sint, vLiEFGH 
aequale siK ADCD. Erit haud dubie EFGII == ABCD, si 
ponamus 

(l_2m) . (1 — 2«) = 1, 

unde sequitur 


m 


2 « — 1 

Jam ponamus m = 1 , erit n <= i; m = J, erit n == — i etc. 

Corollarium 3- Si ponamus mp = nq = ^ ^ , erit (l — 2m) p = 

et (l — 2w) q = — p, unde sequitur 
EFGH = {pq + p?) 5 sini? = ABCD, 

6 


— i 
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h, e. Si a lateriLus parallelogrammi desecantur partes, quarum quaeque • 
aequalis est dimidiatae summa duorum laterum parallelogranmii iuaecjualium, 
efficitur, si fmes illarum partium jungimus rectis, parallelogrammum,- quod 
aequale est parallelogrammo primario. 

CoroUarintn 4- Si in formula [1 + (1 — 2m) . (1 — 2«) I - \ pq sin^ 

ponamus (1 — 2m) . (1 — 2«) = — l. erit EFGIl = o, li, e. vertices 

omnium figurae angulorum iu eadem linea recta positi sunt. Quod quidem 

ut fiat facile effici potest hujus aequationis ope 

n — 1 

m = — 

2« — 1 

Ponamus enim m = \ , erit n = 2 > = ! , erit n = J elc. 

§. 48. 

Jam desecemus inde a duohus angulis oppositis parallelogrammi ABCD 
oasdem partes proportionales, quas supra inde ah onmiLus angulis desecuimus, 
ita ut sit CG\ GD = AEx BE — rn-. (1 — ni) et CK : KB = AJ : JD = 
rt|(l — «), erit, quod facile demonstrari potest, EKGJ parallelogrammum. 
Cujus quidem parallelogrammi area est 

EKGJ = [ /ly -f- (1— 2m) p . (2n— 1) 7 ] l 
= [ 1 — (1— 2m) . (1— 2«)] l pq 

Est vero 

EFGII =[14- (1— 2ot) . (1— 2n) ] \ pq sin, 9, 

ertjo 

EFGII 4- EKGI =pq sia? = ABC D. 

HaLemus i«dlur hauc propositionem; Si a lateribus parallelogrammi 
cujusdam cum inde ab omnibus angulis eodem ordine siimtis, tum inde a 
duobus angulis oppositis easdem partes proportionales desecamus et fuics 
partium desectarum rectis jungimus, ejiciuntur duo parallelogrammo, quo- 
rum summa aequalis est parallelogrammo primario. 

Porro est 

EFGII— EKGI— {i — 2m).(^i-—2n).pq sin ?. 
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Jam jioiianuis mp — nq ~ 


/> + 7 


erit (1 — 2/n).(i — 2ri)pq=zpq, ergo 


EFGH— EKGl — pq s.m^— ALCD. 

Qaum vero ex antccedentiLua uotum sit, css\iElGII=ADCD ai mp=nq 

^ ^ . 1 . iudu sequitur, ut E KGJ sil — o. 

Habemus igitur hanc propositionem: Si inde ab angulis parallelogram- 
mi cujitspiam oppositis desecantur laterum partes, quarum quaeque aequa- 
lia est dimidiae summae duorum laterum parallelvgrarnrni inaequalium, 
harum desectarum partium Jines in eadem recta positi sunt. 


§. 49 . 


Si inde ab angulorum verticibus trianguli cujuspiam luterum partes 
desecueris, singulis lateribus, ad quae pertinent , proportionales , et desec- 
tarum partium Jines rectis conjunxeris, habebis triangulum , quod cum 
triangulo primario idem habet gravitatis centrum. 

Si (fig. 11.) BD -. DC= CE: AE — AF : IB, triangulis ABC et DEF 
idem erit gravitatis centrum. 

Jam ponamus iJ esse coordiuatarum iuilium, pars primi axis EC — p, - 
pars secundi axis BA q’^), BD — np. Habemus haud dubie 




c- g. (\ABC. 


n)/.l 

ys~nq ] 


C. E. 


s“' — 0 


c. F. 


•) In irqnnniibnii vctlirnm «npili B in omniTin», qn.ic contemf isbinnir, trianjulU es<e cooniinalarum 'aHiinn po- 
BFniui, <iinul<iuc parte» couidioatnrum axium ll.i ct BC per q et p «iguificabimu». Dciude Cuordinat»» r*, j 
punni riijiuJoin .1 hoe modo e. A., puncti veto eoorJinafa» x, y, quod e»t centrum gnt itali» trianguli co- 

jn<pi3m ABC, lifc modo c.g. C^ABC lignidcabimu». 


6 * 
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ergo 

t' — n);j p 

~ g jj — Xj 

y'+n"+n“' _ «?+(i— «)? _ j? _ 

s ~ s — s “ 

nude recte LaLerc qiiod contendimus perspicitur. 

Fx ipsa domoustratione palet n (juemUjct Talorem LaLerc posse. 


! 


c. g.^DEF. 


§• 50. 

Si partes proportionales a lateribus trianguli non ipsis sed prodactis 
desecamus, coordinatas, ejuae ad desectarum partium fiues pertinent, Labe- 
mus, si pro n ponimus — Sit tiiangulum, cpiod Lac desecandi ratione 
efficitur D'EF‘, cruut. 

{ v‘-\-y"+y'“ _ — wy-f-(l+»)? _ 9. _ j 

I „+0+„> - ; “ 

s — 3 — 8 — y* 

nnde patet triangulis ABC et D‘E'I'‘ idem esse gravitatis centrum. 


§• 51. 

Quod modo de triangulis dictum est, idem de polygonis dici potest. 
Siquidem datum est polygonum (fig. 12.) ABCDE cujus latera ita sunt di- 
visa, ut 


AF\I‘B — BG : GC=z CII-. IID = DI: JE=z EK: KA = m-. (l — m) 
et junguntur puncta F,G,I1,T,K, rectis, efficitur polygonum FG//7A', cui idem 
est gravitatis centrum, quod Labet datum polygonum ABCDE. 

.Siiit 


A n r ■'"'1 TA r 


erunt coordinalae puncti, quod est centrum gravitatis polygoni ^ZICZ) A, 
-P x" + x"' + J'-- + X- _y' -f y'‘ 4- y“> -\-ir + y' 

X, _ ; y,_ ; 

porro (§. 19) 
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'x = «x"-|-(l — m)x'1 j, "j=nir'"-{-(l— „ 

’ >'y=tny<" + ’ 

jj "'izr/nx' ^ '’x=nij' + ^ m) j'' 1 „ 

ergo coorJiiiatae puncti, quod esi centrum gravitatis polygoni FGIHK 
(1 m) x' -f-WLT' 4* C1 fn)s" -\-7tix" -)->nx"' + (l-m)x"' + mx"' -|-(l-«0x' -j- nix*' 

5 


et eodem modo 


x' -I- x"' -f- x' 

— 1 '■ ' 


y + y" + y" + ;>"• + y 

5 


5 . 52 . 

Jam quaeramus coordinatas punctorum, quae sunt centra gravitatis 
tiiangulorum BDF, CED, AEF , (fig. 11.). 

HaLeLimus 


y + Cl — + __ 2. 

— 3 


1 — n 


-h) 

) f- g 


^ATE. (20 


1 — n 

y' = — 9 




x”— 2 


>c.g,^BDF. (id) 


c. g. A CED. ((T) 


= rr?' I 

3 X 

Ex his sequitur, 

a) ut distantia, qua remotum sit centrum gravitatis triangMl» AFE ah axe 
.nhscissaruiu, aequalis sit duplici distantiae, qua ah eodem axe remotum sit 
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centrum gravitatis trianguli primarii, nam horum puiiclon*n ordinatae ra- 
tionem linLent 2:1; 

L) ut distantia, qua rcinotnm sit al> ordinatarum axe centrum gravitatis 
trianguli CED, aequalis sit duplici distantia, (juac ah eodem axe remotum 
sit centrum gravitatis trianguli primarii; 

c) ut distantia, (|ua centrum gravitatis trianguli BDF remotunj sit a 
ri^cta jtC, ac(jiialis sit duplici distantiae, (pia remotum sit ah eadem recta 
centrum gravitatis trianguli primarii. 

Itu(|ue lialiemus hanc propositionem; Si inde ab angulo trianguli cujus- 
darn amborum laterum hunc angulum comprehendentium ejusmodi partes 
desecamus, ut sit, si latera ipsa per u e/ b signijicamus , altera harum 
partium in latere a desecta = na, altera vero = (1 — n) h, et fines utrhis- 
que partis recta jungimus, efficitur triangulum, cujus centrum, gravitatis 
distantiam habet a tertio trianguli latere , quae est duplum distantiae , qua 
ab eodem latere remotum esi centrum gravitatis trianguli primarii. 

l’orro si BG — nAJi =^nq (Fig. H.) erunt y' ~ ^ q, .v' — ~ p 

c. g. ^BDG ; quum vero ahscissa gravitatis centri trianguli liDF sit = 

hahemus hanc propositionem; Si trianguli lateris a inde ab anguli vertice 
partem desecamus z=naef ab eodem angulo lateris alterius h partes nh et 
— u) h, et jungimus fines partium nb et (l — n) h cum fine partis na lineis 
rectis, ejfficinntur duo triangula, quorum gravitatis centra in recta, alteri 
lateri h parallela, posita sunt. 

Deiii(juo cx antecedentibus patet, si Jungantur centra gravitatis trian- 
gulorum JEE, JIDF , CDT, clllci triangulum, cui idem sit gravitatis 
centrum, ijuod habeant triangula AliC et DEP, 

§• 53 . 

Jam vertamus nos ad contemplationem triangulorum, quae eiriciuntur- 
si partes laterum trianguli non ipsorum sed productorum desecamus. (Juum 
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fiiics harum partiam posuerimus D‘, E, E, facillime iuTCiiiemus in aequa- 
tiouihus (A) (B) (C) h in — w mutando: 



g. AEP (35) 
c. g. A BD‘E (6) 


y 


T1 


X 


11 



2 

T P 


1 


c. g. A CED' 


(S) 


Quia y” = J q, videmus centra gravitatis triangulorum .iEf 

et AEE posita esse iu recta axi primo parallela; ergo idem valere de 
distantia, qua gravitatis centrum trianguli AEE ab axe abscissarum 
remotum sit, cpiod supra do gravitatis centro trianguli AEF dictum est, 
satis apparet. Itaque habemus hanc juopositionem; Si inde a fmibus duorum 
trianguli laterum non communibus in lateribus et ij>sis, et productis quaelibet 
partes proportionales desecantur et Jines partium, eadem desecandi ratione 
artarum, rectis junguntur , duo triangula efficiuntur , quorum centra gra- 
vitatis in recta sunt posita tertio trianguli lateri parallela, cujus distantia 
ab eodem latere duplum est distantiae , qua ab illo lutere remotum est 
recta, quae centrum gravitatis trianguli primarii transit et eidem lateri 
parallela est. 

Est — i-i — = h. c. ordinata, quae pertuiet ad centrum gravitatis 

trianguli 'primarii, satis producta rectam, quae centra gravitatis ejiismotli 
triangulorum, qualia sunt AEF et AEE , jungit, in duas partes acijuale» 
dividit. 
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Hubcmus 

^ Ic E- ”)?lc F- — Ic E' P- 

ergo ('oordinatac puncti, iu quo recta EF iii duns partes aequales dividitur, 


suiit x"‘ = 


(1 -«) 


cooriliuatae vero puncti', in quo EF in duas 


partes aequales dividitur, “'.r = —^—p, = "I". lude autem apparet. 

el lioc jumctiiin, in (|uo recta EV, et iiJud, in (juo linea EI in duas ae- 
quales partes dividatur, jacere in recta primo axi parallela, (juae simul 
punctum transeat, in (pio recta ^-/C quoque in duas partes aequales secetur, 
sive, ut eandem rem alio modo exprimamus, puncta, in (juiLus rectae EF, 
yiCvi L'F in duas partes aequales dividantur, in eadem recta esse posita, 
quam rectis EF et EF‘ finitam recta AC in duas partes aequales dividat. 

Facile perspicitur, idem valere et de lineis DF, AB et D'F\ et de lineis 
T)E, DC et D‘E. Itaque hahemus hanc propositionem: Si duorum trian- 

guli luterum et ipsorum et productorum iude a finibus, (pii lateribus non 
sunt communes, desecantur ipiaecinupie partes proportionales, et puncta, 
cum huc, tum illa desecandi ratione data, rectis junguntur, puncta, in 
quibus ipsae hae rectae et (piod inter eas positum est trianguli latus bi- 
fariam secantur, in eadem posita sunt recta, quae ipso trianguli latere 
in duas partes aequales secatur. 

Si. junguntur centra gravitatis triangulornm AEF", BDP‘, CD'E, effici- 
tur triangulum, cui idem est gravitatis centrum, quod habent triangula ABC, 
DEF ci D‘L‘F'. Nam habemus 


01 




s ? \c.g.CsBEP, 3 ^[c.g.A5Z>'r,-^'"“ 3 c.g.£\C/)'i:'; 


ergo 


y-i-y^+y"' 

3 


3 ’ 3 ""3 
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§. 54 . 

Si latorum trianguli jiBC (llg, 13.) imle ali angulis A, B, C desecantur 
y>ar\.cs At z=.n AB, BD — nBC, CE— nAC ct puueta £),£!', /■rectis junguntur 
BE, er cum Terticilius angulorum lateribus oppositorum, his rectis effici- 
tur triangulum GUI, cui cum triangulo primario idem est gravitatis centrum. 

Quaeramus coordiuatas punctorum I,G,H aequationum ope, qtiae ex- 
hibent rectas AD,CFo\. DE. Est vero AD 


y — * + ? 

^ • np * 

- cf' 

y = — + — n) 7 , 

BF. 


y = 

Ex his aequationibus invenimus 


n 

1 — n 


Ix. 


' — 1 — 

1 — n-H»' 



_(!-«)’ „1 

1 — H 





e. H. 


ergo 

_ (l-»r4-»«* +«(!-«») _ i 
s s(i— «q-ii") ? ~ 3 

^ q-y-f j»' _ n»-|-w(l-».)-Kl-n)« jp. 

S ~ 3(1— «q-n’) 3 

uude ([uod contendimus apparet. 

Propositio modo prolata etiam recte habet, si paries lateribus proportionales 
non a lateribus ipsis, sed productis desecamus. 


§. 55 . 

Jam exquiramus coordinatas punctorum, quae sunt centra gravitatis 
triangulorum AII, BDG, CEII. Habebimus 

7 
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3 — 5«4-4n*-»i> 
~~ 3(1— «4-«’) ^ 


X" z=. 


1 

1 ' 

, n’ ] 

y - 3 ( 1 -»+»’)'? , 

^.- 2 » - 2 «’+»» 
l-» + «’)'Pj 

I 


c.g. 


{\BDG. 


3(1- 

„ 2 » — 2 »’ + »’ 
y “3(1— « +»*) <? 


r 3 — 5» + 4h’ — 

3(1-« + »’) j 


, c.g. C\CEJI. 


Ex Lis intelligitur, 

o) Luem ordinatae pnncti, quod est gravitatis centrum trianguli AFI cum 
fine aLscissae pnncti, (juod est gra'vitatis centrum trianguli CEH iii 
recta lineae AC parallela esse positum; 

&) idem dici posse dc ordinata puncti, quod est gravitatis centrum trian- 
guli BDG et de aliscissa puncti, (|uod gravitatis centrum est trianguli 
AFI. 

c) idem valere de ordinata centri gravitatis, quod est in triangulo CEIl 
et dc aliscissa centri gravitatis, quod liaLct triangulum BDG. 


Si deinceps coordinatarum axes esse ponimus BC et BA, AB et AC, CA 
CB, singulae sub a, b, ct c, prolatae relationes ad unam revocantur, h. e. 
n) in b) et c), b) iu a) et c), c) in a) et b) transit, unde sequitur, ut recte ha- 
beant Lae propositiones: 

l) Si per gravitatis centra duorum triangulorum, qualia sunt AEI, CEH 
et BDG rectae ita ducuntur, ut sint parallelae iis trianguL primarii lateribus, 
quibus incidant transversae, quarum partes superiores latera sunt Lorum trian- 
gulorum, ct ut altera rectarum secet id trianguli primarii latus, cui altera 
sil parallela : puncta, in quibus ipsae hae rectae ambo trianguli primarii latera 
Secant, in recla sunt posita tertio trianguli lateri parallela. 
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2) Idem ritlemuj, si per centra gravitatis duorum ejusmodi triangulorum 
rectae ita ducuntur, ut iis trianguli priniarii lateriLus sint parallelae, quorum 
j)artes horum triangulorum sint latera, et ut altera rectarum id trianguli pri- 
marii Intus sccet, cui altera sit parallela. ' 

.3) Res non aliter se habet, si per centra gravitatis duonim ejusmodi trian- 
gulorum rectae ita ducuntur, ut iis trianguli primarii lateriLus sint parallelae, 
quorum partes non sint triangulorum illorum latera, et quibus non incidant 
transversae, quarum superiores partes triangulorum latera exhibent, et nt al- 
tera rectarum id trianguli primarii latus sccet, cui altera sit parallela. 

Ex antecedentibus facQe etiam perspicitur, si gravitatis centra trian*fn- 
lorum AFI, BDG et CEH rectis jungantur, triangulo, quod hoc modo effi- 
ciatur, idem esse centrum gravitatis, quod haljeat triangulum primarium. 


Habemus 

y=l 


"'= f'’ 




§. 56. 


V» _ -n 


I 

ic.g. 


ClBCE. 


* — P 


,,, 2— n 

r 


— 


c. g. A ^CF; 


r"=-^ 


c.g. A ACD. 




= 


rt t — ” 1 

y = T~9 

Ic.g.ACPi?. 


*"= -F 


3 j 


Ergo gravitatis centra triangulorum ABD et ADC posita sunt In recta, 
ejuae parallela est rectae BC simulquc transit centrum gravitatis trianguli 
primarii. In una eademque recta igitur posita sunt centra gravitatis trian- 
gulorum ADB, ADC et ABC, porro; quod per se apparet, triangulorum 


-7« 
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BBC, LEA et 'ABC\ CEA, CFB ct ABC\ prima harnm linearam paral- 
lela est rectae LC, secuiula rectae AC, tertia rectae AL. 

Quia recte liuLet, quod diximus, quicunque est valor quantitatis n, 
hanc propositionem proferre licet: Si triangulum recta transversa in duas 

quaslibet partes dividitur, centra utrius(|ue trianguli, quae hoc modo effi- 
ciuntur, cum centro gravitatis trianguli primarii in linea recta jacent, <juac 
ei trianguli lateri parallela est, quod in duas partes est divisum. 

Hccta igitur, ([uae centra gravitatis ejusmodi triangulorum jungit, cum 
transversa, (jua tiiangulum in duas partes dividitur, eundem angulum com- 
prehendit, quem includit eadem transversa cum eo, quod ilividit, trianguli 
prunarii latere. 

Ex his facile perspicitur, quomodo solvi possit problema, ex quo pos- 
tulatur, ut triangulum datum In duas dividatur partes, quae ita compa- 
ratae sint, ut recta, quae harum partium gravitatis centra jungat, cum 
linea, qua triangulum sit divisum, certae magnitudinis angulum compre- 
hendat. Nam quaeque transversa, sub angulo dato ad lutus subjectum^ 
ducta, triangulum eo quem volumus modo dividit 

Si gravitatis centra triangulorum ALD , BBC ct CAF rectis junguntur, 
triangulo inde orto idem est gravitatis centrum, quod habet triangulum 
primarium. 

Idem valet de gravitatis centris triangulorum ACD, BIL-J ct CFB, 

Idem de gravitatis centris triangulorum ABG, BCIl, CAT. 

Idem de gravitatis centris triangulorum AGE, BHI, ICD. 

Idem dcui((uc de centris gravitatis tetragonorum BEIG , GDCIJ , 
AEllI et BDIE, DCGG, CIIFA. 


*) Ulcm prcthlecua hrereaDU tempnii propositum erat in (ihro ..AniiAles des A1sthematK|ti<rs etc. pnr Gerj^oonc. 
Tum XXI. p. Ibi tameu illud prublemn arciiorilMis Onibus erat iniluMim; osm de ea tsntum divblendi 

ratione qusestio emt, qnn effirerentur duae dati trioD^uli paries, quanim cnitra {;ravi(ntis ita essent posita, 
ut quaerecU centra ^ra^ilatU jungeret cum recta, f|iiadivi4kTeturtrian;;uliiJU» anguium rcctun rouiprcJieuderW. 
Quod quidem problema triplici modo aotvi posse, ex antecedentibus pMct. dimili plane modo allemin pro< 
tdema solvi potaat, qaod «odem loco legkur et ad tetraedrun spectat. 
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§• 


57. 


Si imle ab angulorum vcrlicibus trianguli ABC (Fig. 14 .) ejusmodi 
laterum partes desecantur, ut BD — tiBC, CE = 2nACy AB = ^nAF, 
haLcuius 



c. D ; 


y=2nq ) 

= ( 1 - 2 «)/’) 


c. E ; 


y" = (l-3«)</) 

x"' — o ^ 


C. 


F. 


ergo coordinatac puncti, quod gravitatis centrum est trianguli DEF, 




Inde sequitur, 

a) ut fuies coordiuatarum y", iii recta, ((uac rectae AC sit parallela, 
jaceant; 


b) nt gravitatis centrnm trianguli DEF ct gravitatis ccutram trianguli, 
cujus latera (l — «) q ct (l — n) p angulum coordinatarum comprolien- 
daut, pancta non siut diversa. 


Aequatio rectae, quae initium coordinatarum trausit simulque trianguli 
latus, coordinatarum angulo subjectum, ia duas partes acciualcs dividit, 
haec est 


sive 




Si in hac aequatione pro .v valorem ponimus , quem habet v"", habemus 
q 1 — n 1 — n 

y = -- —r- p - ,-r- ^ = 


h. c, gravitatis centrum trianguli DEF, (jucd per S' significare volumus, 
in recta, quod initium coordinatarum simul(|uc centrum gravitatis 
trianguli . primarii transit, positum est. 
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Si lineae BS, cujus fines initium coordinatarum et conUuin gravitatis 
trianguli primarii S, inde a puncto S partem desecamus, (juae est = nBS, 
coordinatae puncti, ([uo haec pars desecatur, sunt 

1 — n 1 — n 

y = — r, 

quae sunt coordinatae puncti S'. Linea SS’ igitur est = /i liS. 


§• 58. 

Si non B, sed A initium desecandi ponimus, ita quidem, ut faciamus 
AI z= n . AB, BK^ 2nBC, CEs=ZnAC, habemus 




= « 1 


y"> 3nq 


y = (1-n) „ T. ^ " t P K • “ 

^.1^0 j ’ *" = 2npj ‘ ’ x"' = (l-3«) p 


c. L ; 


ergo coordinatae centri gravitatis, (piod pertinet ad triangulum /AX , {juod- 
(jue |>er S" significamus, 


y’ = — v; •'» -P- 


Utrumque igitur gravitatis centrum S' et S" positum est in recta axi 
secundo AB parallela. 

Porro est aequatio rectae, quae transit punctum A siinulque id punctum, 
quod BC in duas partes aequales diviilit, est 


y = 


_ _ 2jf 


* +.? 


Si in hac aequatione pro x substituimus ea hanc formam induit 

1 + 2 « _ 

7 - y ; ' 


27 1 — « , _ 

r=--7T*— 


p 3 ' ■ 3 

h. c. centrum gravitatis S" in eadem recta, (luac punctum A simulque id 
punctum transit, quod BC in dnas partes aequales dividit, sive .S" 
jacet iu recta, quae punctum A, a quo singulas partes desecare ince- 
pimus, cum centro gravitatis trianguli primarii conjungit, 
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Si desecatur imlc a 5 pars redae AS n.4S, coordiuatae piuiclij cjuo 
AS ita secatur, suut 

y — ( 1 — «) • |- + «? = 9—y\ 

X ZZ (l—n) . £ + o = p — x"; • 

h. c. iLuea SS“ est nAS, 


§• 59 . 


Siquidem eandem dcsecaudi rationem retinemus, sed inde ab angulo C 
desecare incipimus, ita ut CM — riCA, AN — 2 n . AB, BO — 3ti . BC, 
habemus coordinatas puncti, quod centrum est gravitatis trianguli MNO, 
quod((uc per 6'" significamus 




Ergo S' ct S‘" in recta axi primo parallela posita suut. 

Porro S‘" positum est in recta, quae desecandi initium C et gravitatis 
centrum trianguli primarii transit, siniulque ipsius rectae SC partem desecat 


z= n.SC. 


Facile demonstrari potest esse S“ S'*' || BC: 


Si quae in hac et utracjuc proxime antecedente paragrapho diximus in 
n^m propositionem revocaro volumus , haec erit : Si inde a gravitatis centra 
trianguli cujusdani lineae rectae,, quae idem gravitatis centrum cum angulo 
quodam trianguli jungit, ejusmodi partem desecamus, ut sit ipsius rectae 
nplum, finis hujus partis erit gravitatis centrum trianguli, quod efficitur, 
si conjungimus fines linearum a trianguli lateribus desectarum , quarum 
prima, inde ab angulo, cum centro gravitatis conjuncto, abscissa, est 
nplum trianguli lateris, in quo posita est, secunda deinde, eodem ordine 
desecta, est lateris, in quo jacet, 2 nplum, tertia denique tertii lateris 
3 nplum. 
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Ciili-rum per se npparct, duo triaugula scnipcr construi posse ea quam 
diximus ratione; alterum si a certo trianguli primarii angulo ad dextrum 
latus, allerum si ad siuistrum latus desecare iiicijdmus, 

§. 60 . 

Jam exquiramus, ipiae sit area triangulorum SS'S“, SS“S“', 

SS\S"'. 

Est (§. 32). 

=[T=r— 

= l y)<;, sin /f. i'. 9 «’ = «’• A; 

h. e. iji venitur arca trianguU .9' 5" A'"', si triangulum primarium per mul- 
tiplicatur. 

ri A’A^S’" = — T'/+ 3 -T*^ + ¥•?] i 

= % «> . 5 sin ^ A = i ^ -V". 

= Jn*.5P7sin;}=| A-S'-S"A'". 

Ergo A SS' S" - A SSf' S“' = A Sii' S"> = 1 A <S' S" S"'. 

Inde sequitur, ut triangulo A' A" A*" idem sit gravitatis centrum, (juod 
habeat triangulum primarium. ♦ 

§. 48. 

.Si easdem partes trianguli laterum, «pium, 2«plum, 3«plum, uon a la- 
teribus ipsis, sad productis desecamus, etiam tria elficiuutur triangula, (juac, 
aj.le pei 3l'N'0' significantur et quorum D'EP oritur, si B 

est desecandi initium, I'K'L', si .</, si C; gravitatis centra horum 

triangulorum significare volumus i>er 'A' "A’ '"S. Ut inveniamus coordinatas 
puncti 'A’, hoc tantum opus est, ut in formulis, quae exhibent coordinatas, 
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centrum grayitatis trianguli DEF pertinentes , n mntemns in — n ; 
Habenms igitur 


JT 


*”■ = 




c. ‘S 


Punctum ’S igitur etiam est gravitatis centrum trianguli, fiuod efficitur, ai 
inde a B productorum laterum DC aX BA partes desecamus, quae sunt n.£C 
et n.BA, et fines harum linearum recta conjungimus. 


Est 


"'y+ y"’ JL. IjLtllT— £-■ 

2 ~ 3 ’ % “ 3 ’ 


h. c. si ntrumque punctum ^ et recta junguntur punctum illud, in quo 
ipsa haec recta in duas partes aequales dividitur, gravitatis centrum est 
trianguli primarii. 

Quum jam cognitum sit, punctum in recta positum esse, quae 
punctum JB et gravitatis centrum trianguli primarii transit, punctum 'S 
quoque in hac recta jaceat necesse est. Invenitur punctum si rectam 
BS us({uc ad G producimus et ab inferiore ejus parte GS inde a puncto 
S lineam, quae est 2n. GS, desecamus. 

Rem plane eandem esse, si ponimus, A vel C esse desecandi initia, 
facile colligitur. Jnde cillcitur, recte habere hanc propositionem: Si in 
triangulo quopiam angulorum vertices junguntur cum punctis, quae latera 
in duas partes aequales dividunt , sirnulque in inferiori parte, unius harum 
transversarum inde a puncto, in quo eae sibi incidunt desecatur linea, quae 
est 2uplum hujus inferioris partis, finis hujus Uncae gravitatis centrum est 
trianguli, quod efficitur, si in productis trianguli lateribus inde ab anguli 
vertice, quem transit recta, in qua gravitatis centrum novi trianguli jacet, 
eodem ordine desecamus lineas, quarum prima est lateris primi nplum, 
secunda lateris secundi 2nplum, tertia lateris tertii 3nplum. 

Triangulo 'S"S"‘S idem est gravitatis centrum, quod habet triangulum 
primarium. 


8 




V 
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' §• 62 . 

Jam Tideanras Je areis triangulorum ‘S"S“'S, S'S"S, S*'S'"S, S'S"‘S, 
A 'S«5«''S= (1^.1^,)] . . 

— P?'T • [ (^+”) • 3« + (1-2/0 • -3w]= n*. l pq sin,? 
z= «» A = A «"«"S"'. 


A 

S‘S"S = 


, l+n n 

•-”?+ 3 ^-3 ’+"3“^ 

2/1 

■T» 

] • 

a sin/?. 


= 

* «3 
5 n . 

J /)? sin/? = i n’ A = s A 


''S. 


A 

S"S"‘S — 


, 1-2/1 2/1 ,l-|-n 

• 3 

p.— 

3 J' 

J sin,? 


— 

* n> 

A = 5 A '«"«'"«• 





Ergo A 


S'« = A •S>‘S'"S; 




A 

S^S" = 

A ss"S"' = A ««“S"' = A «'S 

"S = 

: A 

S"S'"S 


= A S'S"'S = 5 n* A. 


§• 63. 

Si partes aequales laterum trianguli cujusilam ABC (Fig, I5.) eodem 
ordine desecamus , ita ut sit BD — CE — AF, haLeLimus si BC — p 
AD = q, AC= r et DD = d 


y 

x> 


' = »i /•" = 7 “' 

' = p , 

J a-» _ 


d) 


ylll _ „.a ] 

c. E; C. F; 

X*" — o j 


y + y' 4 - y* _ ^ 4 . izl j 1 — « 1 

p I V-r d 


^ iL Jf. Lzl . ± - -r 

3 3 “ r 3 •“ * 


/ c. g. A DEF, 


Porro si easdem partes aequales in lateril/us productis desecamus, 
BD* — CE' — AF' — — d, habemus 
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q q-r a 

‘> = T “ -r * T 


= ^3' + 


P-r 

r 


jL 

3 


c. g. A D'ET'; 


"y + y” _ s. • 

2 “ 3 ’ 


"* + *” _ P . 

2 “ T’ 

Ii. c. gravitatis centra utriuscpic trianguli DEF et D'EF* una cnm gravi- 
tatis centro trianguli primarii in eadem recta facent caipie aL Loc 

M '• 

aequidistaut. 

§. 64. 

Jam inverso ordine desecemns partes aecpialcs, BG •= AII ::zCl zz 
lialieliimus 


y' = d 1 
x‘ — oi 


c. G; 


y"=-7- (»• 

*“ = — .’d 
r 




c. H; 


y,„ = 

X"' 


Zlah'^ 


ergo 


y' + •¥ y"' 7 ^ 

3 “T ”7“' "3 

+ x‘^ + x"' p , p-r d 
3 =T + — • T 


, C. g. A GHI, 


unde perspicitur, triangulis HEI' et GUI idem esse gravitatis centrum. 

8i quidem eodem ordine, sed a productis lateriLus easdem partes aequales 
desecamus, triangulum G'IPI' , ipiod lioc modo efficitur, ut ex antcccdentiLus 
facile colligi potest, idem habet gravitatis centrum, quod pertinet ad trian- 
gulum DET. Ita([ue recto habet haec propositio: Si inde ab angulorum 
verticibuB irUtngnli cujuspiam desecantur lineae aequales certo ordine in 
lateribus ipsis et ordine inverso in lateribus productis, et fines linearum, 
eadem desecandi ratione datarum, rectis junguntur, duo efficiuntur trian- 
gula, quae idem habent gravitatis centrum. 

8 * 
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§.65- . 

Si ponamus, in triangulo ABC (Tig. 15-) esse BB — d, CE = 2d» 
AF=3d, porro BG=d, AII = 2d, CI = 3d, hahebimus, si centrum 
gravitatis trianguli DEF per 5', trianguli GUI per '5 significamus, 


r'=i + 

*'=f + 


unde habemus 


2q — 3r 

r 

r — 2p 


Ic. 6'; 


1 — *? 4- 


2q 


+ 


r 

2p — 3r 


T 

d 

~3 


c. ‘S; 


'y + 'y = 
2 


r — d 


x' __ p- 


h. e. punctum , in quo recta , qua gravitatis centra triangulorum DEF et GUI 
jungantur, in duas partes aequales dividitur, gravitatis centrum est 
trianguli, quod efficitur, si in lateribus trianguli AD et CB inde a finibus 
utrique non communibus lineae desecantur = d, et fiues linearum de- 
sectarum rectis junguutur. 

Si easdem lineas rectas d, 2d, 3«^, duplici modo etiam inde 
ab angulis C at A desecamus, et triangula quae hoc modo efficiuntur 
per D‘EP et G'H'F, D“E'F' et G"H"1" et eorum centra gravitatis per 
SF et "iS, 8“' et ‘"S significamus, habemus 


o q — 2 r d' 

y«=|:+ r • 3 

P I 3r-p d 

87 — r d 


C. S"; 


y— 3 


2r—Sq j /1 

»■ S l . 


y/// — i 

y ~ 3 




/>-. p I 3p-r 

— 3 ^ r ■ 3 J 

Sr — q d • 


U. "S; 




ergo 


3 3 r a 

_|_y» _ p ^ ± — r.: 

1 — r ■ 3 " 
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‘9-\r"y-^"'y _ x_L.i ini ^ „ 

3 ”■ 3 ' r ■ 3 ~ 

+ _ JLa.0 PIIL -£ — 

3 “3 r • 3 — 

unde sequitur 

■y+y. _ ±_ , .j+j. _ ^ , 

2 3 ’ 2 3 ’ 

h. e. centra gravitatis triangulorum iS'5"5‘" et •S"S"‘S cum gravitatis ceulro 
trianguli primarii iu eadem recta posita sunt ct ab boc aequidistaut. 


§. 66 . - 

Sit (fig. 16.) AF—BF, ISD — CD, CE — AE\ sit porro BH — n.BE, 
CI =z In.CF, AK—Zn.AD\ jam quaeramus'coordiuatas , quae ad centrum 
gravitatis pertinent trianguli IllK, quod per ^ significare volumus. Habemus 




ergo 


c. K'i 

x" = (i — j 
y^+y"+y'“ _ 2-3« 


9 — y< 


1+3 


_ “2“«^ 1- (1— 2«);>_ p I 
3 ~ 3 T 


c. S'. 


Sit deinde AII' — n.AD^ Bl‘ — 2n.BE CA’’x=3n.CF, habebimus^ 

'i 


a > ,c.K. 

2 j y=(t-3/0;> 


ergo, si Sf' gravitatis centrum trianguli II'1'K' 

. c. &•' 


y'+y"+y"' _ 2+3« 

3 - —6“? 

j^ + x" + y» 2— .3« 


V 
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Sit denique CH' == n . CF, AV' = 2 n . AD, BIC* = 3 n . BE, haLeLimus 

c. K; 


_3ra „ 1 
ttP ' 


>'="^ 1 e. = I 

^ = u-.)pi ‘ *'"=^ 


ergo, si S'“ gravitatis centrum trianguli 

y' + y" + r'" _ q _ 

3 — 3 ’ 




+ x“ 4- x“ 


2+2 


— p=x, J 


c. S‘‘ 


Ex his videmus , l) punctum «S* cum 'gravitatis centro trianguli primarii 
Jacere in recta lateri AB parallela, 2) punctum S"' cum gravitatis centro 
trianguli primarii in recta jacere lateri BC parallela. Inde vero facile 
colligitur, punctum Sf' cum gravitatis centro trianguli primarii in recta 
positum esse lateri AC parallela. Recte igitur hahet haec propositio; Si 
linearum transversarum , quae latera trianguli cujusdam ABC (Fig. 16.) in 
duas partes auqualcs di\'idunt, inde ah angulorum verticibus ejusmodi 
partes desecantur, ut CII=n.BE, CI = 2n .CF, AK = 3n.AD; 

AlP == n.AD-, AF ^ 2n. BE, CK' = 3n . CF; CII" = n . CF, 

AI" = 2n.AD , BK" = 3n.BE; et fines linearum, quae ad eandem dese- ' 
candi rationem pertinent, rectis junguntur , tria efficiuntur tri.angula, quorum 
gravitatis centra ita comparata sunt, 'ut quae lineae haec singula jungant 
cum centro gra>-itatis trianguli primarii singulis trianguli lateribus sint 
parallelae. 


Est aequatio rectae SfS" 


rectae S"S'' 


p , 2 -« 

J + qx j- pq^ 


q 2 d' « 

/ ^ ' 71 /-. • 


py -)r ^ = 


pq\ 
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rectae AD 


rectae CF 




py -j* = 


ergo I? iS" II AD, S" S"' || CF; eodera modo demonstrari potest 5* S"' || CF. 
Rectae igitur, quae Lina gravitatis centra triangulorum JIIK, H‘VK‘ e\.IP*I"K" 
jungunt, transversis AD, BE, C/’ sunt jiarallolae. 

Triangulo idem est centrum gravitatis, quod triangulo primario. 

C,SS’S«= ].i Si„,» 


= . s ,i„,, = . „• /i. 


§. 67. 

Si eadem ratione eodemque ordine lineas desecamus in transversis 
productis, ita ut primum u puncto B desecare incipiamus, deinde ad 
punctum A et al> hoc dcnujuc ad C transeamus; si porro puncta, quae 
punctis II, /, K in nostra figura respondent, per M±sO significamus, gra- 
vitatis centra triangulorum MEO, M‘E'0‘ et M"N‘‘0" per ‘S,"S,‘"S, haLemus 


2 + 3« 


■' = -3-1 

2+Sn„[ 2—3* f ®' 

■» = “3“1 •»= 




»» = 

*^ = i- 


2—3« 


C. '"S; 


ergo 


|J + J | _ _ «J + Jj _ £_ 

2 ~ 2 ~ 2 “ S 

'ly+yi _ »y+yi _ »y+y, p _ . 

3 “ 2 ~ 2 ~ s ' 

h. e. lineae, quae puncta ^ et S" et "S, S"' et "'S Jungunt, gravitatis centrum 
trianguli primarii transeunt ct hoc puncto in duas partes aequales se- 
cantur. 


Digitized by Googit’ 


64 


Facile ex iis, quae modo dicta sunt, colligitur, figuras quadrilateras 
•S“SS'S", 'S“‘SS'S“', esse parallelogramma, quibus idem gravita- 

tis centrum, quod triangulis S'S"S"' el'S"S'"S simulque triangulo primario. 


§. 68 . 

Jam rideamus de areis singularum, quae hoc loco reperiuntur, figu- 
rarum. 


Est vero 
Porro 


A iS"S"'S = = I n* 


•S"SS'S“= •“S'SS">S'=^ ii'S"S S>" S“ 

jftnp 6nq \ , a 

= (’— ,smu = n A. 

Si sexangulum S'" *S S** "'S S> "S per P significamus, habemus 


P = 


= S sin /9 ^ 


'2 + 3» 


P — 


1 — 3» 


! «* . I sini? /»7 = i n* A , 




unde sctpiitur 

A == A ‘S"S*"S = 1 P 

Si porro illa parallelogramma aequalia per □ significamus, habemus 

P = i«’ A = 3.^ A 

h. e. quodque triangulum, cujus angulorum vertices illa gravitatis centra S' 
S" etc. exhibent et cujus latera ita comparata sunt, ut unum ex iis gra- 
vitatis cenUum trianguli primarii transeat est — I J*; 

Porro 

A S' S'* = A S‘*> = A ^5 S>f S'» = A "'S "S S' 

= 5 A □ = JP. 


Est aequatio rectae S 8“ 


§. 69. 
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'aequatio rectae "SS"‘ 
aequatio rectae "‘SSf' 


x= 2 + 3 « 


b 

2 — 3« 


ergo ‘SS' II "SS"' || '"SS"; eodem modo demonstrari potest “SS" || ‘SS"‘ || "'SS' 
et II 'SS“ II "SSl 

Porro est aequatio rectae 'SS"‘ 

py + qx = — pq. 

Habebimus rectam, in qua ‘"SS" et ‘SS"' sese secant, si accfuationem rectae 
‘"SS" per 7 multiplicatam posteriori addiderimus; haec vero aequatio erit 

px + 2qx = pq sive ^y + qx — ILq^ 

quae haud dubie rectam AD exhibet; ergo ‘"SSf‘ et ‘SS"‘ in recta AD 
sese, secant. 

Eodem modo demonstrari potest, rectas "SS et ‘"SS‘ sese secare in 
recta BE, "SS et ‘SS‘‘ in CF; deinde "SS" et "‘SS in AD, ‘"SS et 'SS“ 
in Cf, ‘SS" et *‘SS"‘ in BE. Hoc modo efficiuntur duo triangula ct 
ti;», quae idem habent gravitatis ccntriun, quod est triangulo primario, et 
quorum utrumvis triplum est trianguli S‘S‘‘S"‘. Jam de altero triangulorum 
quod contendimus demonstrasse sufficiat. Habemus 
2 — 6 « 

'' n I — . — • ' n I •»•/// » ».#•• • 

\ c- yi 


y'=- 


6 

2 + 3« 


] ,i,_2+3« j 

■rO/ _ 2 + 3« ] 

6 ^ 


V c, « ;• ^ ^ ! 

1 C. (i; 1 

! 

y"=l+2^,| 

C" + x"‘ P,y‘ + y 

// 4- yn ^ 

3 3 ’ 

3 3 ■ 


. r2 — 6«„ 9" , 

a apy — [ g P • — -g- 9 + 


2 + 3« „ 9« 


v« n . . 
P J . 1 sin 


= 5 «’ iCi =. 3.3 «’ A = 3 A SS"S‘‘. 
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§. 70. 


Ilaljcmus porro 

2 — 3« 


= 


6 


»•=-?- 


1 ' 

_ g -J± j, 


c. S'; 


c, «; 


V» - ± 

J . — 3 

= l±^p 

b ^ 


i 

l c. ”'S. 


c. ?; 


ergo X* -f x" _ 2 — 3« ^ 

+ y"_ ^ L q= y"; 

x" + x"_ /7 ,. y" + y" - 

Q 3 ’ 2 




L c. recta a,? punctis S* et "'S iu tres aequales partes divhlitur. Eodem modo 
demonstrari potest, rectam ay iu pniicUs S“ et ‘S in tres partes aequales 
esse cUvisam, y? in punctis et "S, in punctis S* et ".S, *Hn punctis 
S"‘ et ‘S, in punctis S‘> et '"S. Latera igitur triangulorum «,9y, ita 
siLi incidunt, ut vicissim sese in tres actjuales partes dividant. 


Satis deinde apparet, rectas G“, G;^, Gy, G«, Gl, G9-, rectis te, /?/, ay,a/l 

dividi in duas partes aequales; h. c. superiores transversarum partes alterius 
trianguli oj^yper latera alterius iu duas partes aequales dividuntur, i t 

vice versa. 

Si deniciue transversarum BE, CE. AD nplum, 2nplum, 3/«l)lum trip- 
lici quidem modo, sed inde a punctis E,T,D, desecamus, singularum partium 
fines uoLis exhibent angulorum vertices trium triangulorum, quibus eadem 
sunt gravitatis centra, quae vidimus in triangulis 3/AO, M'h*0' et 3/"A«0 . 
Quod quidem satis facile demonstrari potest. 
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§. 71 . 

Si perpeiMliculonini, a puncto (juopiam D, intra trianguiura ABC (flg. 17 ) 
sito, iu ejus latera demissorum, tria quucliLct pancta a, h, c rectis junguntur, 
et deinde iu latera trianguli hoc modo effecti abe ah augidorum verticibus 
trianguli ABC dcmittiuitur perpendicula, haec ipsa iu eodem pmicto d sese 
secant. 

Sit puuetum, in quo iiC et Z^a sibi iucidunt, initium coordiuatarum ; DC 
sit axis primus, Da axis secundas. Siut porro 

'*^’|c.B; ^’]c.C; ” ] c.D; '*^*]c.d; ”|c. a. 

y.J o J o ) sJ yJ yj 

Habebimus igitur aequationes rectarum Da, Dc, Db ct dA, dB, dC, 
(juas per 1) 2) 3) 4) 5) 6) significare volumus, 


l) x = o; 2) y — y* = — ■ ' 


. O 




y, . ->v. ,/ • y, 

4)y=?:^*-+Ci 6)y=~ir-^+c; 

porro aequationes perpendiculorum, a puncto a in dC et dB demissorum, 
(|uae sunt ab et ac 


Jj 


■76=—' 


+ 


ys 


--X . 


Ex his aequationilrus inveniuntur 


X — (y«— yft)y»yi 

‘ y.i(j-i— — ■rs)y. 


_ Hb y» (•»•■ — -rp + (j» — Js ) y. y. j 
yiC-r. — - rj)+(-Ta— j-6) yi J 

_ (jit—yb).ViSt 1 

yi(-r,+J,) — (j-i + r^y, I 

_ yftyA(j| +■»•»)— (■»•.+ y.y. i 

ys (-Ti + -Ti) — C-Tj + -Ts) y I J 


> c. h; 


c. c; 


ay = 


ergo recta bc 


(i 


(y.— y<.)yiiyi 


Cy,— yOy.y, 


;i> = 


k.V5 (J-i + Jj) — (•r, 1- J5) y. Vi (J, - •r j) + (Ji — -fj) ; 

/ y4y5(j. +-ri)— (•r,+-r .0y4yi y& y. (-r, — jQ - b ( j» — jQ >4 vA ^ ^ f;. 

V ysC^Ti+s-,) — (-Ti+J-ilyi ysC-r,— ■Tj) +(■*■»— J^5)y. / ’ 
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sive 

(y.— y,).CJj +•»!)• (y4—>-6) /5 y. y— ■»,)-(vj+^,)-(y4—y6)y,y. * + C; 


ergo 


y 

y 


a^i— *I 

y-t—r. 


X 


+ C, 



+ c/ 


quam quidem ac(juationem si cum 4) comparamus, rectam bc ad 'perpendi- 
culum normatam insistere rectae videmus. Inde vero quod contendimus 
verum esse patet. 

Jam si alia tria puncta a', b', c', in iisdem perpendiculis Da, Db et Dc 
posita, rectis a'b', a'c' et b'c' junguntur, et perpendicula , a punctis yl, B, C, 
in rectas a^b', a'c' ct b'c' demissa, siLi incidunt in puncto d*: puncta, in 
quiljus latera a 6 et a'b^, ac et a'c', bc et b'c*, satis prodacta siLi incidunt, 
in eadem jacent recta, cui producta recta dd' ad perpendiculum normata 
insistit 


Ponamus enim c.d'; ;jc. a', ex acquationiLus rectarum ab et 

ac facile negotio inveniemus aequationes rectarum a^b* et a'c*, ita (juidem 
ut pro ar, , y,, ponamus *, , y, ct pro , y, . 

Est vero ab 

y,y = K— *5)^ + yir6, 

ac ' 


ergo a^b* 
a'o' 


yi y =.— (*a+*s) ^ + yi ya.- 

y7y~{^s-^7)^ + ytY»> 


yr y = — (-■'a+^O * + » y»; 
ergo recta, in qua a 6 et a'b* sese secant 


sive 


(yj — yO y = »i) •» + yi ya— yry$ 




ys— y» y»— yr 
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recta vero, in qaa ac ct aV aiLi incidunt, 


, y* y» — .)'» y> - 

y = — X d 

' y» — y, ^ y, — y, 

unde patet, ab eX. a‘b', ac et aV in eadem recta n/} giLi incidere. Eodem 
modo ostendi potest, bc et b^d in recta o? sil>i incidere. Quum vero 
aequatio rectae dd' sit 



^ + C, 


quod dLximus recte haLcre perspicitur *). 


§. 72. 

Si latus AB trianguli cnjuspiam ABC (Fig. 18.) in puncto D ita 
dividitur, ut ADiDB — n:m, liaLemus, si coordinatas puncti D per xy, 
puncti A per x, y,, puncti B per x, ya significumus 

mx, + nxt = (m+n) xj my, + ny^ ^ (m + w) y. 

Jam si ducimus CD, et hanc rectam ita dividimus ut CE : ED 

= m+«:r, habemus, si coordinatas punctorum C eX E per .r, y, et .v, ya 

significamus 

(/« -f- n) + r X, (m /I -j- r) X4 ; 

(m + n)y + ry,z=Cm-\- n ^r)y*; 

et quia (m n) x = mx, + nx^ et (m n) y = Xny, + ny, » , 

mx, -j_ nxj + rxi =r (/« + /i -f- r) x^, 
f^y, -\r nyi ry ={m n r) y^. 

Jam ducamus a puncto E rectas EA, EB, erit 
A BEC : A AEC : A AEB — minir. 

Ponamus enim BC et BA esse coordiuatarum axes, erit 
A ABC = xj . y, . • sin 

A BEC = X, y, . • sin /» 

ergo A ABC : A = y, : ya; , 

•) PropoiitkMiaB , qnun in h*« ptngnipho traeUriaiiu , dtaoMtrandam prop<muc J. Steiacr in lilirw 
«Sonrnol fiit ttint nnb oRstnanbtc SRattenatit. bcraaSstgcbdi von X. t. ffrtift" Tnn. ii. pap. asr. 
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(jumii vero y, = y, = o, halremiis y* = ~ ^ , proiiitU; 

^/77C : A UEC = 1 ; . 

^ ru + n -r r 

•Si AR et AC coortlinatarum axes esse ponimns, invenimus 


m n + r * 


A ARC : A = 1 : 

eudeiii modo invenitur 

A ABC : A = 1 : , ; 

mule aetjuitur 

A : A : A = rn : n : r. 


K\ his patet, tjiiomodo solvi possit problema, ex quo postulatiu', ut 
in triuii"ulo quodam inveniatur punctum, ([uod ita comparatum ait, ut 
rectae, quae ab hoc ad angulorum vertices ducantur, triangulum datum 
dividant in tres partes, quae inter se certam rationem habeant, cl. Annales 
de 3Iathcinati(jues etc. par Gergonne Tom VII, p. 344. 

§. 73. 

Si duorum laterum coorJinatorum quadrilateri cujusdam inde ab 
utrO(iuc fine eaedem partes proportionales desecantur et fines ejusmodi 
partium, (|uac ad tertium quadrilateri latus euudcm habent situm, rectis 
ituiguntur: singula rectarum paria, quae ad singulas divisiones pertinent, 
in eadem recta sibi incidunt. 

Si enim (Fig. 19-) 

Ai‘ •. eD — Da ; a A = Rc : cC = Cg : gti = r;(l-r)z=r:«, 
y/x : \D — Db ; hA = Rd : dC ~ Ch -AiR = l \ —t ■. u , 
rectae ac et ge, bd et f h in cadcin rectu sibi incidunt. 

*) iii quut|uo tf)CP H latera ex adrertto polita et C7>, yiD el Cii, et lineas diagooaleA 

jioiu*»amii'» latera «‘uurdiiiata. ^ 
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.Sit punctum G, in cpio producta latera et CD scse secant, initium 
coordinatarum; pars axis primi GA = Pt GB — p'; pars axis secundi 


= q'. Habebimus 



sp> ) 

c.a; ic. c; 

rq> \ 

sp ) 

\c. e; 
rq ^ 

rp' l fp ) 

-/'1"^’ uq{^- 

"P' \ , 

fq i 

“^}c f- 

i C. h,- 

aq> J 


rp 

sq 


ergo recta ac 

(sp'-rp) y — {rq^-sq) x = s^p'q-r^pq'; 

0p'-8p) y — (s^-rq) x = r^p^q-s^pq^, 
hd 

(np*-tp) y — itq'-uq) x = u' p'q - O pq‘ , 


Jh 

{ip‘ -up') y — if><]'~fq^ X = W‘pq': 

inde invenimus rectam, in qua ac et g e sibi incidunt, 

(.,-r) (p'-i-p) y + (s-r) (/+<?) x = (j>'q + pq') (*’-/’) 


sive 

ip‘+r) y + (7' + v) = {p‘q-pq') (*+0 

rectam vero: in qua bd ct hj sese secant, 

(b'+b) y + (7'+?) x = {p'q+pq‘) C« + 0» 

quum vero sit (« + r) =r (« + 0 = 1, videmus rectas ac el ge, hd et hf 
■in eadem recta sibi incidere, cujus aequatio 

(p' + B) y + Ct' + 7) X = P‘q + pq>. (I) 


Ex ipsa, qua lui sumus, demonstrandi ratione facile perspicitur, quod 
de rectis «c et ge, bd et hf valeat, idem valere de omnibus ejusmodi 
rectis. 
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§. 74 . 


Si pono 

CO-.OD = DS:SC= AQ\QB — BV: l'A= «: (l— «) = «-,9, 

CP.PD = DT.TC—AR\RB—BV\VA — r.{\—y) =/:e, 
reclae OQ et 6f', P/2 et 7^ iii eadem recta sese secant. 

Si denique 

Cl.lA = Bn:nDz=. Dp:pB — A;(l — A) = l:n, 
Ak:hC— Cm:mA — Bo.oB:=Dq:qB — ».(l — »^) = ».e, 
primum rectae nl aX ip , om i q 'va. eadem recta siLi incidunt, deinde 
etiam Ip et «/, mq et ko in eadem recta sese secant. 

Jam quaeramus aequationes rectarum, in quiLus illa rectanim paria siLi 
incidunt. Inveniri possunt ex aequa tioniLus rectarum OQ et SV , pi et nl, 
pl, et ni. 

Est vero recta OQ-. 

(o— «9 — = + 

SV 

( f , p q. ,9 — o) y — (o — i? 9 — « ?0 * = ( « P + pO • (/^ ? + « ?0 » 




0.p‘—tip)y—luq—Xf)x:=Pp‘q‘ — fPpq, 


n l 


'^p> — ).p)y — Q.q — ftf) X = n‘‘p‘q‘ — Vpq, 




A (P‘—P) y— /< (? — tO ^ = A;< (i>V —pq) , 


ni 

p(p‘~p)y—k(q—q^x=.lp(py—pq); - 
inde invenitur recta, in qua OQ et SU, PR et TV sibi incidunt, 

(p‘—p)y—(q‘ — q)x = py—pq‘ (II) 

recta, in qua pi et nl, kq et om sese secant, 

ip‘+p)y + W + 9)^=P‘9‘+P9 (III) 
recta denique, in qua n i et Ip, o k et fn q sibi incidunt, 

{p‘~-p)y—(y — q)x (IV) 
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§. 74. ‘ 

Jam videamus de natura linearum, quaa aequationes (I) (II) (III) (I\ ) 
exhibent. 

Primum recte poni potest, aequationem (I) ex his duabus aequationibus 

ffy + qx=p‘q C5t) 
py^q‘xz=pq^ («) 

ita ortam esse, ut (§. 30.) jure .concludamus (X) et (Sj esse biiens, 
quae in (I) sibi incidunt Est vero (X) (§. 18.) aequatio rectae BD, (S) 
ae(|uatio rectae AC', ergo recta, cujus aequatio est (I), punctum transit in quo 
lineae tbagonales sese secant. 

_ Facile iutelligitur rectam quoque, quam ae({uatio (II) exhibet punctum trans- 
ire, iii quo Hliagonales sibi incidunt 

Porro recte ponitur, aequationem (III) ortam esse ex his aequationibus 

py + 9* = P<1 (®) 

p‘y + 9'* =pV (®) 

cum altera alteri sit addita. Videmus autem (6) esse aequationem rectae AD, 
(D) vero rectae BC, ergo recta, cujus aequatio est (III), punctum transit in qun 
rectae AD et BC sese secant, i. e. punctum F. 

E forma aequationis (IVI jam patet, rectam hac aequatione exhibitam initium 
coordinatarum transire. Jam ex his intelligitnr, rectas, quarum aequationes (I), 
(II), (III), (IV), puncta transire, in quibus coordiuata nostri quadrilateri latera sibi 
incidunt, ita quidem ut quaeque punctum transeat, in quo illa latera coordiuata 
sibi incidunt, inde a quibus partes illae proportionales desecantur. Jam si con- 
feramus aequationes (I), (II), (III), (IV), videbimus, rectam (I) parallelam esse 
rectae (III) et rectam (II) parallelam esse rectae (IV). 

§. 75. 

Sit recta (I) ///, (II) KP , (IIT) LM , (IV) VG. Si quaeramus coordiuatas 
punctorum L et M habebimus 

10 . 
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- „! U<-9)p !. 

v^= o' (p‘— y)y' 

' ^ j»)?' 


;r//_p/ <p‘-p)<i‘ 


y'= 


(?*— y)i 


j')?' j (y*— y)i^+0'‘— j»)?* j 

uudc apparet 

CLt BL — BN .NC 
et quia CL + BL = BN + NC, erit 

CL — BH, BV^zzNC. 

Eodem modo demonstrari potest, esse Ct — Ds, Du ■=. Av, AH — BK, 
C« = Ai, By — D?’, h. e. Linae rectarum (I) (II) (III) (IV), quae idemlatos 
quadrilateri secant, idem latus eodem modo dividunt. 

Habemus porro 


1 p‘q—p^ 

yt- q if-Al 

* * *./« 


p‘q—pq< 


,// = „ C/-_9.)/ ] 

C.I; c.u; 


unde sequitur 

ID : IA = Dti •. uA\ 

h. e. recta AI in pimctis Z> ct u harmonice divisa est Ergo lineae diagonales ct 
lineae III et LM sunt harmonicales. 

Quia autem III H KF, LM 11 GN, erit 

pZ ■ fi a yS-.ye 

’ 2/tf — ye ~ ' 

unde eHlcitur 


2,y$ — (?a = o; 2yd — yc = » 

sive 

• - /??,■= 5 / 5 «,- y» = iye; 

h. e. eas j)artcs i xetarum KF ct CN, quae inter lineas diagonales )accut, rectis 
Hf et ML in duas aequales partes dividuntur, 

- De his hactenus. Priusquam autem huic libello finem faciamus, paucissimis 
dc duplici problemate quod in libro saepius laudato. Annales de Mathematiques 
par Gergonne, propositum est, exponere liceat Primum Tom VII, p.344 hnjus 
libri reperitur problema, ex quo postulatur, ut punctum intra triangulum 
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(jnoildain uiveuiatur, a quo rectae a«l angulorum vertices ductae, triangulum iu 
tres aequales partes dividaut. Gcucratini hoc proLlema solvimus §• 72> 

Deinde legitur Tora XXI, p. 22 illius liLri proLlema, ex quo postulator, ut 
duae rectae iu triangiilo ita ducantur, ut carum utravis centra gravitatis partium 
transeat, in quas altera triangulum dividat E paragrapho quinquagesima 
quinta patet, illud proLlema facile ita solvi posse, ut aL anguli cujusdam vertice 
trianguli rectam ducamus ad punctum, quod latus suLjectam in duas partes 
aequales dividat, et per gravitatis centrum trianguli dati aliam rectam, quae la- 
teri, ad quod transversa est ducta, sit paraDela — » 

Scripsimus haec , cum munus sit noLis delatum, ut solemnia anili versaria 
indicamus, quiLus ut huc usque consuevit, ita hoc quoquo anno Kalendis, quae 
instant, NoveniLriLus memoria instauratae scholae Fortensis celeLraLitur. Per- 
agentur autem hoc ordine. Primum octava hora matutina magistri et alumni 
aedem sacram festa pompa adiLunt, ut Deo Optimo Maximo oL beneficia , quae 
Porta, quam\'is graviter hoc anno afflicta, tamen n.eo pauca eaque non exigua iu 
se collata experta est, gratias agant eumque implorent, ut proximo quoque 
anno nostram scholam vigere velit omuemque calamitatem Lenigue averruncet 
Tum hora nona iidem in auditorio majori convenient, ut discipulos ex triLus 
inferioribus classibus evocatos aliena poemata, superiorum autem classium elec- 
tos cives sua carmina et orationes recitantes audiant. Ex classe secunda supe- 
riori autem Bernhardus de Rechenberg Liebenwerdanus, Arihur Lcuihn Leu~ 
copetraeus, Bernhardus Goerne Vhrslebiensis , Eduardus Baltzer Ilohelei- 
nensis carmina vernaculo sermone a se composita rccitabutit,' deinde Carolus 
Fuerhringer Geranus oratione latina tractabit Ovidianum illud ex pont. II. 
9: Ingenuas didicisse fideliter artes, cmoUit mores.' 

£x classe prima Ilermannus Bonitz Longosalissanus oratione vernacula 
hoc argumentum li actabit : arum passt der Chor, wie wir ihu in der griechi- 

schen Tragodie Jinden, nicht fur die moderne? Deinde Erneslus Poer- 
ner Oberlhavietuis carmine latino Lutheri laudes celebrabit. Denique 
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Jiruno Jfildebrandt exponere studebit: Quae Friedarici Sapien/i.i, Saxonum 
electoris, ad artes et litteras excolendas sint merita. 

His recitatis, ex omnibus classibus discipuli, qui morum castitate dis- 
ceudique alacritate et assiduitate, iu bonis artibus cum fructu posita, e prae- 
cejitorum sententia excelluerunt, evocabuntur, ut libros, quilms diligentiae 
virlutique honor habeatur, accipiant, precutionibusque actum liniet is, qui 
rectoris vices nunc gerit. Quibus solemuibus ut intersint, qui rebus nos- 
tris favent, ea qua par est observantia rogatos velim. 


G 


tXSj.5 
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